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Introduccion

Desde sus inicios el hombre ha buscado la forma de controlar su entorno,
entender el comportamiento de los fenémenos naturales y poder realizar predic-
ciones. Su deseo por controlar y someter lo ha llevado a la bisqueda de herra-
mientas que le permitan optimizar: encontrar la ruta mas corta, almacenar la
mayor cantidad de alimento, minimizar los costos, etc., y ha encontrado algu-
nas técnicas matemadticas que le ayudan en su propédsito, asegurando el maxi-
mo beneficio a sus intereses. Sin embargo, no todas las representaciones de los
fendmemos naturales pueden resolverse eficientemente empleando esta clase de
técnicas e incluso hay algunas cuya solucién sélo puede encontrarse mediante
métodos de busqueda aleatoria. Los algoritmos genéticos, por ejemplo, tienen
caracteristicas propias de la naturaleza, que los hacen instrumentos tutiles para
la optimizacion de funciones cuyo costo de computo es alto con otras técnicas
de optimizacién numérica.

Estos algoritmos nacen como una forma de emular el comportamiento de
los entes bioldgicos durante su proceso de evolucién, utilizando herramientas
computacionales y matemaéticas. Estos algoritmos emplean elementos a nivel de
genes para formar a sus individuos y realizar los avances evolutivos que permiten
concebir especies mejor adaptadas. La forma general de un algoritmo genético
define al individuo como un organismo viviente, el cual se desarrolla en una
poblacion gracias a la cual se mejora la especie.

Un individuo se compone de cromosomas y éstos a su vez en genes, los
cuales, dada su calidad, dictan el valor del individuo y su permanencia en las
generaciones futuras. Cada individuo que conforma la poblacién es una solucién
potencial al problema de optimizacion, y aquel que presente una mayor calidad
o aptitud representa un individuo con una solucién mas préxima al 6ptimo o
incluso 6ptima.

Los componentes principales de la teoria neo-Darwinista se incluyen en los
algoritmos genéticos y son conocidos como funcion de aptitud y operadores de
seleccion, cruza y mutacidn. En la seleccién, los mejores individuos (aquellos con
una funcién de aptitud mayor) son elegidos para recombinarse de tal suerte que
su material genético prevalezca en las futuras generaciones, mientras que la mu-
tacién se refiere a pequenos cambios a nivel de genes, que permiten variaciones
en el cédigo genético de los individuos.

Estos procesos se realizan durante cientos o miles de generaciones, tiempo
en el cual, la poblacién avanza hacia jerarquias mas altas en la cadena evolutiva
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Introduccion

hasta que se encuentra al individuo que cumple las condiciones de optimalidad
y entonces la evolucién termina.

La propuesta de este tipo de algoritmos, desde sus inicios en la década de los
60’s, ha dirigido la atencién hacia los modelos de btisqueda estocéstica, asi como
por las nuevas versiones que permiten disminuir el niimero de generaciones para
encontrar al éptimo y hacerlo con la mayor precisién posible. Muchas de las
pruebas realizadas en la actualidad han demostrado la eficacia de estos algo-
ritmos en una gran variedad de problemas de optimizacién con representacién
discreta y continua tanto en problemas globales como con restricciones; sin em-
bargo, el diseno de algoritmos més poderosos ha guiado el desarrollo de fun-
ciones cuya principal finalidad es la de enganar al algoritmo genético. Estas
funciones son conocidas como funciones deceptivas y muestran que los algorit-
mos genéticos carecen de la capacidad para identificar las relacionen que existen
entre los cromosomas y destruyen los elementos compositivos que, a lo largo de
las generaciones, podrian refinarse en una solucién factible del problema de op-
timizacién.

Es asi como surge un segundo tipo de algoritmos evolutivos conocidos co-
mo algoritmos de estimacion de distribucion(EDAs por sus siglas en inglés) los
cuales siguen considerando a cada solucién potencial como a un individuo, pero
carecen de los operadores de cruza y mutaciéon para obtener a los nuevos or-
ganismos. En lugar de esto, toman cada cromosoma i del individuo j, como
el i-ésimo valor observado de la variable aleatoria j y modelan (o aproximan)
la distribucién conjunta de los individuos seleccionados, para generar la nueva
poblacién con igual o similar distribucién.

Los algoritmos de estimaciéon de distribuciéon son relativamente nuevos y
es por ello que las aportaciones realizadas hasta la fecha son minimas y se
mantienen como un area abierta para la investigacién. En la actualidad, existen
EDAs que trabajan con representacion discreta, lo cual merma la precision en
los problema de naturaleza continua y existen unos pocos que se enfocan en
problemas continuos pero que suponen independencia entre las variables. Otros
tantos, consideran dependencias entre las variables pero de orden bajo o bien,
ajustan a la poblacién a cierta distribucién preestablecida. La desventaja de
suponer esto es que en general, las variables no son independientes sino que
muestran ciertas asociaciones y por otro lado, carecen de una distribucién cono-
cida o unica.

La principal finalidad de este trabajo de investigacién es realizar un estudio
sobre algunas de las técnicas existentes para capturar todas las dependencias
de un conjunto de datos e inducirlas a un nuevo conjunto. Estas técnicas se
caracterizan por ser libres de distribucién y se aplican a problemas con repre-
sentacion real, lo cual presenta dos grandes ventajas: la primera es que aplicadas
a los EDAs, permiten que se desempenen en el espacio real, lo cual es de suma
importancia ya que en la actualidad la mayoria de los algoritmos con estimacion
de distribucién propuestos trabajan en el espacio discreto y esto disminuye con-
siderablemente la precisién de los resultados, y la segunda es que al capturar
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Introduccion

todas las dependencias de las variables sin suponer distribuciones especificas, se
garantiza que los EDAs aproximen de la mejor manera posible la distribucién
de los datos originales.

La inclusién de estas técnicas en los algoritmos de estimacion de distribu-
cion, da pie al diseno de dos propuestas que son mostradas en este trabajo de
investigacion y que requieren de la menciéon de varios puntos importantes para
su base téorica.

El primero de ellos es considerar las propiedades conocidas de las distribu-
ciones elipticas. Estas distribuciones se caracterizan por ser completamente de-
terminadas por su media y su matriz de covarianzas, con lo cual, es posible
obtener un conjunto de variables aleatorias distribuidas de forma eliptica X con
vector de medias p y matriz de covarianzas ¥ mediante:

X =qpu+AY,

donde A es una matriz triangular inferior la cual cumple ¥ = AA' y Y es
un vector de variables aleatorias distribuidas de forma esférica. El simbolo =4
indica que la equivalencia es en distribucién.

Una de las distribuciones elipticas mejor conocida es la distribucién Normal
(X ~ N(p, X)), mientras que en el caso de la distribucion esférica se debe em-
plear aquella con pardametros de independencia (Y ~ N (0,1)). Ahora bien, como
en el caso de las distribuciones elipticas, se puede obtener un vector transforma-
do X que tenga una matriz de correlaciones deseadas C, empleando X = Y B!
con C = BB!. En este caso, C es la matriz de correlaciones por rangos ps,
va que esta medida es mas significativa en el modelado de situaciones donde
las variables estan relacionadas de forma mondtona y no necesariamente dis-
tribuidas de forma normal.

En segunda instancia, luego de obtener el conjunto de datos relacionados
de forma deseada, se procede a inducir dichas relaciones al grupo de individuos
generados de la muestra. La inducciéon de la correlacién estd basada en una
técnica propuesta por Iman y Conover en 1982, la cual emplea una matriz que
guarda las posiciones a las que hay que reordenar una poblacién para mantener
las asociaciones requeridas entre las variables. Esta sencilla idea es la base del
NOPREDA, la cual es explorada con mayor detenimiento en el capitulo 3.

El segundo algoritmo basa su funcionamiento en el concepto de copula. El
término cdpula se refiere a una funcién de distribucién la cual es capaz de asociar
una funcién de distribuciéon multivariada, con sus distribuciones marginales de
bajo orden. Dicha relacién fue definida por primera vez en 1959 por A. Sklar y
es conocida como el teorema de Sklar. Desde su presentacion y hasta la fecha, el
interés por las diversas familias de cépulas y sus propiedades ha ido en aumento
y ha motivado una gran cantidad de aplicaciones en las ciencias econémicas y
actuariales, entre otras. El teorema de Sklar establece:

F(xl,. ..,.%‘n) = C(Fl(xl),n-aFn(xn);a)v

13



Introduccion

donde C(uq,...,un;a) es la cépula asociada a X y « es el pardmetro de la
copula conocido como pardametro de dependencia.

En este trabajo de investigacién se revisaron las principales cépulas cono-
cidas y a partir de sus propiedades se eligié la mejor para ser aplicada en el
algoritmo de estimacién de distribucion. Esta cépula se caracteriza porque per-
mite medir las dependencias en todo el rango de valores, ya sean negativas o
positivas (es decir, es completa), es posible extenderla al caso multivariado y es
de facil implementacién. Ademaés, empleando el concepto de cépula se pueden
redefinir algunas de las medidas de asociacién como son la 7 de Kendall y la pg
de Spearman, las cuales permiten hacer un enlace entre las relaciones multiva-
riadas que son capturadas de la muestra y la cépula que generard a las nuevas
marginales.

Sobre esta misma linea se incluyeron variaciones en los algoritmos para
proveerles mayor dispersion a los datos, dado que en su forma nativa, los EDAs
se enfrentan a problemas de convergencia prematura. Estas nuevas vertientes
se probaron a la par de sus correspondientes originales, empleando funciones
de optimizacién global unimodales y multimodales en diversas dimensiones. Los
mejores algoritmos de cada versién (ya fuera con ajuste de varianza o sin él)
se compararon entre si y se realizd una prueba bootstrap no paramétrica para
medir el desempeno de ambos algoritmos. En el capitulo 5 se pueden encontrar
todos los pormenores de estas pruebas.

Finalmente en el capitulo 6 se muestra un resumen de los temas mas impor-
tantes y las conclusiones generales a las que se llegaron con este trabajo.
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Capitulo 1

Elementos de la
computacion evolutiva

La simulacién de la evolucién tal y como ocurre en la naturaleza ha sido una
herramienta en el ambito de la optimizacién para dar pauta a la computacién
evolutiva. En ésta, los individuos son seleccionados, recombinados y mutados
para generar nuevos entes, con capacidades superiores a sus ancestros. Dichas
capacidades se miden en términos de la “calidad” del material genético que cada
individuo posee y que serd transmitido a los individuos de las nuevas generacio-
nes.

Existen formas que han sido empleadas desde la década de los 60’s para si-
mular el comportamiento de la naturaleza mediante herramientas matematicas
y computacionales. En éstas los individuos son representados mediante cadenas
de nuimeros las cuales son evaluadas con algtn criterio establecido que indica
cudl es su valia en la poblacion. En las tdltimas dos décadas la comunidad de
computacién cientifica ha empleado de forma extensiva el uso de estas herra-
mientas para resolver problemas de optimizacién de funciones.

Los Algoritmos Genéticos (GA), como se les denomina a estos métodos de
optimizacion, trabajan en el &mbito real y discreto, y su investigacion ha sido
tan variada, que métodos tan poderosos como las Estrategias Evolutivas o la
Evolucion Diferencial, generan resultados que aun son dificiles de igualar con
otras técnicas.

Los Algoritmos Genéticos fueron la base para modelos mas complejos que
trabajan con la distribuciéon de los individuos para inducir la tendencia de la
poblaciéon hacia regiones donde las probabilidades de encontrar el 6ptimo aumen-
tan. Dichos modelos son conocidos como Algoritmos de Estimacién de Distribu-
cién (EDA por sus siglas en inglés) y los cuales debido a su reciente propuesta
aun se tienen como un area abierta para la investigacion.

15



1.1. Conceptos bésicos

En EDAs, al igual que su antecesor el Algoritmo Genético, los problemas
pueden ser discretos o continuos, aunque una gran parte de estos modelos se ha
inclinado por la parte discreta y la parte continua ha quedado relegada a tan
s6lo unos pocos de ellos.

El primer capitulo se encuentra organizado de la siguiente forma: primera-
mente se hablard sobre algunos conceptos bésicos de los algoritmos evolutivos,
cémo se representa el espacio de busqueda, los individuos, la poblacién y la fun-
cién de aptitud, entre otros; en la siguiente seccién se describird el Algoritmo
Genético en su forma general y su forma de implementaciéon para posterior-
mente mostrar algunas de sus deficiencias y lo que dié pauta a la exploracion
de otras técnicas para optimizar funciones. Finalmente, se muestran los puntos
mas importantes del presente capitulo y se realizan las conclusiones.

1.1. Conceptos basicos

En el d&mbito de los Algoritmos Evolutivos se emplea una gran cantidad de
términos bioldgicos que es preciso definir. Estos términos son empleados de igual
forma que en el contexto de la biologia real, sélo que las entidades a las que se
refieren estos modelos son mucha maés sencillas que las bioldgicas.

En el caso de los seres vivos la coleccion del material genético se conoce
como el genotipo del organismo, y comprende un conjunto particular de genes
contenido en un genoma. El genotipo de un individuo es una forma codificada
de representar al fenotipo, que son las caracteristicas mentales y fisicas del in-
dividuo.

Como en la naturaleza, los individuos de un Algoritmo Evolutivo poseen
ambas componentes. El genotipo, que son los valores que toman las variables
objetivo de las que estan formados los integrantes de la poblacién; y el fenotipo,
que es la manifestacion de ese individuo, la cual se toma como una “puntuacién”
que define su calidad en la poblacién y se conoce como aptitud.

En términos formales, un problema de optimizacién se encuentra compren-
dido por dos elementos, uno de ellos es el espacio de buisqueda 2 y el otro es la
funcién de optimizacién f, en la cual

fiQ—R. (1.1)

El problema consiste en encontrar el punto 6ptimo x* dentro de la regién 2
tal que se minimice o maximice la funcién f si lo que se desea es minimizarla
o maximizarla, respectivamente. Con lo cual el punto z* es aquel en el que se
cumple que:
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1.1. Conceptos bésicos

Ve e Q: f(z*) > f(x), para maximizar f, (1.2)
o bien

Ve e Q: f(a*) < f(x), para minimizar f (1.3)

En el campo de los algoritmos evolutivos la funcién f es conocida como la
funcion de aptitud del individuo x y define su valor en la poblacién. La poblacion
es un conjunto de puntos o posibles soluciones de un problema x € ) conocidas
como individuos o cromosomas, los cuales compiten a lo largo de las generacio-
nes para mejorar su funcién de aptitud y alcanzar el punto 6ptimo x*.

Como es de suponer, el problema de optimizacién puede ser global o contar
con restricciones que acoten la region €2, ademads el tipo de problema a resolver
puede contener un sélo minimo o un sinnimero de minimos locales y restric-
ciones de diversos grados de dificultad.

A manera de ilustracién, considérese el siguiente ejemplo. Sea,

fla) = a? (1.4)

un problema de optimizacién, en el cual f es la funcién a minimizar. Observe
que el problema no tiene restricciones y cuenta con un tnico minimo global. La
grafica de f se puede apreciar en la figura 1.1.

Figura 1.1: La funcién (1.4) en tres dimensiones.

Para este ejemplo, la regién de busqueda es 2 = R™ y un punto en este es-
pacio esta representado como x = (21,2, ...,Z,), con n como la dimensién del
espacio. En este caso los individuos que se aproximen al éptimo deberan contar
con mejores valores de aptitud, de tal suerte que prevalezcan en la bisqueda del
mejor.
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Al igual que en la naturaleza, en un Algoritmo Evolutivo los individuos rea-
lizan recombinaciones o cruzas en las que cada uno de los padres proporciona
parte de su material genético a sus descendientes. Este proceso se simula me-
diante la combinacién de los elementos de cada cadena de dos individuos padres
para formar uno o varios individuos hijos. Ademads, los individuos se encuentran
sujetos a mutaciones, las cuales son ligeros cambios del cédigo genético que es
proporcionado de padre a hijo. En el caso computacional los cambios se efectian
tomando en cuenta una probabilidad de mutacién que permite realizar un ligero
cambio en el valor de las variables del individuo con lo cual se obtiene un nuevo
ente levemente diferente a su antecesor. En la siguiente seccién se hablara mas
profundamente de estos procesos.

1.2. Algoritmos Genéticos

Los Algoritmos Genéticos (GAs), como se ha mencionado antes, tratan de
semejar el comportamiento de las especies naturales, empleando a su vez, los
elementos y la nomenclatura que éstos utilizan. Los Algoritmos Genéticos cuen-
tan con los siguientes componentes basicos: una poblacion de individuos, un
conjunto de operadores aleatorios que modifican a cada individuo y un mecanis-
mo de seleccion de los individuos. En el modelo més simple los individuos son
cadenas de longitud n y se encuentran en el espacio 2 = B = {0, 1}", es decir
que Unicamente toman valores de 0 y 1.

El algoritmo 1 muestra el pseudocdédigo de un Algoritmo Genético en su
forma bésica.

Algoritmo 1 GA

1: t=0

2: Inicializar P(t).

3: Evaluar cada uno de los individuos de P(t).

4: while no se cumpla la condicién de paro do

5. fori=1to N/2do

6: Seleccionar dos padres de P(t).

7 Aplicar la cruza a los dos padres con probabilidad pc.
8: Mutar los hijos con probabilidad pj;.

9: Generar la nueva poblacion con los hijos generados.
10:  end for
11: t=t+1

12: end while

En este algoritmo, N representa el tamainio de la poblacién y P(t) es la
poblacion en la generaciéon t. Observe que el criterio de paro puede ser el nimero
de iteraciones, la convergencia del algoritmo hacia el 6ptimo o bien cuando la
poblacién se encuentre estancada en un minimo local.
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1.2. Algoritmos Genéticos

La forma de interpretar el algoritmo 1 es como sigue: primeramente se ini-
cializa un contador de generaciones, entiéndase por generacion cada ciclo en el
que los individuos son seleccionados, cruzados y mutados, es decir, cada ciclo
del paso 4. La inicializacién de la poblacion puede efectuarse de forma aleato-
ria uniforme sobre todo el espacio de busqueda, de tal suerte que no se tenga
ninguna preferencia por ninguna zona especifica del espacio. Posteriormente, en
cada generacion se realiza la eleccién de dos padres que participaran en la cruza
siempre y cuando se cumpla la probabilidad de cruza pc. Esta eleccién se ejecu-
ta de forma proporcional tomando en cuenta la aptitud de cada individuo. Esto
es, suponga que se desea conocer la probabilidad de elegir al individuo x; de
una poblacién de tamano N, si el problema es maximizar la funcién f, entonces
tenemos que p,(2;) puede ser escrita como:

f(z))
-
Z f(l”/c)
k=1

El operador de cruza empleado en el Algoritmo Genético Bésico es el conoci-
do como cruza de un punto y es aplicado a dos individuos con una probabilidad
pc. En este tipo de cruza el punto de cruce, que debe estar entre 1 y n — 1, se
elige de forma aleatoria y a partir de éste se generaran dos nuevos individuos.
Todos los elementos del lado izquierdo de este punto correspondientes al primer
padre se heredaran al primer hijo y todos los correspondientes al segundo padre
se heredaran al segundo hijo. Los elementos del lado derecho del punto de cruce
del primer padre se heredan al segundo hijo y los del otro padre al primero.
Como se puede apreciar, lo que se estd realizando es una recombinacién de los
genes de cada uno de los padres para obtener dos nuevos individuos. En la figura
1.2 se muestra un ejemplo de la cruza de un punto.

ps(zj) = (1.5)

En el caso del operador de mutacion, se efecttia un cambio en cada uno de los
genes de un individuo de 0 si se encuentra en 1 y viceversa con una probabilidad

Pm-

Funto de cruce Punto de cruce
Padres ABCDEFGHTIJ 01234567889
Hijos ABCD4567 89 012 3EFGEHIJ

Figura 1.2: Cruza de un punto

Como se puede intuir, el algoritmo genético no se ha reducido tnicamente
a la implementacion y ejecucion de estos operadores si no que se han realizado
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1.2. Algoritmos Genéticos

modificaciones, extensiones y nuevas codificaciones al algoritmo genético basico
con la finalidad de hacerlo maés eficiente y adaptable a los problemas. Las mo-
dificaciones se centran principalmente en los operadores de seleccion, cruza y
mutacion, como se describird enseguida.

1.2.1. Operadores de seleccion

La seleccion es un operador que merece gran cuidado ya que es el compo-
nente que determina el cardcter del proceso de busqueda evolutiva reflejando
la exploracidn en el espacio de bisqueda o bien la explotacidn (o refinamiento)
de los resultados obtenidos hasta la generacién actual. En términos biolégicos
la diversidad genotipica de la poblacion se relaciona con la distribucién de la
poblacién sobre el espacio de busqueda. A menor diversidad genotipica se ob-
tiene una poblacién mayormente concentrada sobre una regién especifica y la
bisqueda se mantiene orientada en ruta, es decir, explotada. Por otro lado,
una gran diversidad genotipica se relaciona con una poblacién distribuida sobre
todo el espacio, con lo cual la seleccién tiene una orientacién volumétrica, o
bien, explorativa. Las condiciones de la diversidad genotipica pueden ayudar a
caracterizar la busqueda en términos de la presion de seleccion, es decir, una
“suave” presion de seleccién se ve reflejada en una mayor diversidad genotipica
y una mayor exploracion, lo cual conduce a una convergencia mas confiable; por
otro lado, una presién de seleccién “dura” se traduce en una menor diversidad
genotipica, una mayor explotacién y por lo tanto una mayor velocidad de con-
vergencia.

En cada tipo de seleccién existen caracteristicas que influyen en la presién
de seleccién de los individuos, ya sea de forma volumétrica o de ruta. Ambas
vertientes son indispensables en todo proceso evolutivo y el dominio de una de
ellas en la bisqueda se traducirda en un mal desempeno del algoritmo genético.

Goldberg y Deb (1991), Back (1996) y Rudolph (1997) analizaron los ope-
radores de seleccion empleando una medida conocida como “tiempo de asen-
tamiento” (takeover time), la cual indica el ndmero de iteraciones que necesita
un algoritmo que sélo cuenta con seleccién para alcanzar una poblaciéon cuyos
individuos sean iguales. Esta idea estd relacionada con la de presién de selec-
cién, de tal forma, que a un menor tiempo de asentamiento le corresponde una
mayor presion de seleccién y a mayor tiempo de asentamiento le corresponde
una menor presion de seleccién.

Existen muchos mecanismos de seleccién aplicados a los algoritmos evolu-
tivos, algunos de los mas importantes son la seleccién proporcional, la seleccién
por rango (linear ranking), seleccién por torneo, la seleccién (i, A) y la seleccién

(n+A).
La seleccién proporcional sin escalamiento es la que se aplica a los algo-

ritmos genéticos bésicos, su base es la probabilidad de seleccionar un individuo
de la poblaciéon mediante la técnica del conteo y se encuentra definida por la
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1.2. Algoritmos Genéticos

expresion 1.5. Como se puede intuir, este tipo de seleccién no representa una
gran presién de seleccién en los individuos y es por ello que se obtiene una con-
vergencia mas confiable. Sin embargo en [1] se puede encontrar la demostracién
de que para selecciones proporcionales con escalamiento se incrementa la pro-
babilidad de elecciéon de los individuos cuya aptitud se encuentre por arriba
de la media y disminuye la probabilidad de elegir aquellos que se encuentren
por debajo de la media, con lo que se aumenta la selecciéon de mejores individuos.

El término de rango lineal o linear ranking se refiere a un método de
seleccion el cual asigna una probabilidad que tinicamente se guia por el rango
del individuo sin importar cuél sea su funcién de aptitud. Entre las ventajas con
las que cuenta esta seleccién se puede enunciar que puede acelerar la bisqueda
considerablemente y que ademas la presién de seleccién se puede controlar con
mayor facilidad que en el caso de la seleccién proporcional. El método original
debe su nombre de rango lineal debido al uso de funciones lineales para mapear
indices ¢ de probabilidades de seleccion con sus respectivos valores esperados.
En el caso de la presion de seleccién, ésta se puede variar mediante el ajuste del
maximo valor esperado asignado a los individuos, el cual controla la pendiente
de la funcién lineal.

En el caso de la seleccién por torneo de un grupo de ¢ individuos se-
leccionados de forma aleatoria de la poblacion, se elige el mejor de ellos como
sobreviviente para la nueva generacion. Este proceso es repetido tantas veces
como sea necesario para llenar la siguiente poblacién. Un valor comun de g en
el torneo es 2, en cuyo caso es conocido como torneo binario. Para torneos con
valores de ¢ mayores, es preciso indicar que la presion de selecciéon aumenta
conforme el valor de ¢ crece. Por otro lado, comparada con el rango lineal, la
seleccion por torneo siempre impone una presién de seleccién en el proceso de
busqueda, lo cual reduce considerablemente el tiempo de ejecucion a tan sélo
unas cuantas generaciones.

La selecciones (u, A) y (4 A) difieren de las selecciones mostradas con
anterioridad en tres importantes propiedades; primero, ambas son definidas bajo
las suposiciones de que tanto los hijos como los padres son de tamanos diferen-
tes (A y p, respectivamente), en segundo lugar, ambos métodos son comple-
tamente deterministicos, esto es, que no es necesario argumentar la seleccién
mediante probabilidades, y finalmente, que ambos métodos excluyen a los peo-
res individuos de las nuevas generaciones en lugar de mantenerlos con pequena
probabilidades. En el caso de la seleccién (p, A), de una poblacién de tamaio
A se seleccionan p individuos, los cuales seran los padres de los A hijos que
conformaran la nueva poblacién. En el caso de la seleccién (u, M), la presion de
seleccién se ve determinada por la razén A/u la cual aumenta o disminuye de
forma proporcional con este factor. Para el caso de la seleccién (u + A), como
se desea garantizar la supervivencia de los p mejores padres de la generacion
anterior, se realiza una colecta de éstos y de los A hijos generados, de tal forma
que de la suma de ambos se reelijan a los A mejores para la nueva generacion.
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1.2. Algoritmos Genéticos

Como es de esperarse, la presién de selecciéon aumenta considerablemente con
respecto a la seleccién (p, A) ya que la presencia de los mejores padres en la
colecta disminuye por mucho el tiempo de ejecucién del algoritmo.

1.2.2. Operadores de cruza

El operador de cruza es el elemento mds importante en el Algoritmo Genético
ya que permite preservar la exploracion de los individuos en la regién de biisque-
da, impidiendo asi la convergencia prematura hacia minimos locales. Al igual
que en el caso de los operadores de seleccién, existen muchos operadores de
cruza, los cuales dependen de la representacién de las cadenas que conforman
a los individuos. Enfocdndonos en el caso binario, como se vio en el algoritmo
genético basico, existe la cruza de un punto y ademas, su generalizacién para dos
o mas puntos. En esta versién se eligen diversos puntos de cruce en los progeni-
tores y se mezclan sus cédigos genéticos de forma alternada para formar a los
individuos de la nueva generacién, obsérvese la figura 1.3. El caso més general
es la conocida cruza uniforme en la cual cada uno de los bits de la cadena del
nuevo individuo es tomado de uno de los dos padres, elegido de forma aleatoria.

Fadre 1 Fadre Z

A B C(D E|F GHTI|J o1 2|z 4/5 6 7 8|9

A B C|3 4|F = HI|S

Hijo 1

Hijo z

Figura 1.3: Cruza de cuatro puntos

Existen otros tipos de cruza que no tinicamente toman dos padres para la
recombinacién, sino que emplean toda la poblacion para conformar al nuevo
individuo, como es el caso de la Cruza Simulada por Bits (BSC), la cual elige
un individuo diferente para cada gen del hijo a formar.

En el caso continuo se puede encontrar una gran variedad de operadores de
recombinacion, en los cuales destacan aquellos que realizan mezclas intermedias.
En éstas se toma una proporcion « de los dos padres a recombinar para forman
a los hijos, es decir:

hi, = p1, + a(p2, — p1,) (1.6)
h2'i =p2, + O‘<p1¢ - in) (17)
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1.2. Algoritmos Genéticos

En estas expresiones hj, y hg, son las variables i-ésimas de los dos hijos
formados y p1, v pe, son las variables i-ésimas de los padres empleados para la
recombinacién. Un valor comun de « es de 0.5, lo cual supone una aportacién
mas o menos equivalente de los dos padres.

1.2.3. Operadores de mutaciéon

El término de mutacién sumariza una variedad de cambios (fuertes o débiles)
en el cédigo genético de los individuos. En general, la ventaja de las mutaciones
tiene un efecto relativamente pequeno en el fenotipo. Y en efecto, debido a que
las mutaciones son perturbaciones pequenisimas en cada uno de los individuos,
se podria pensar que una mutacion es un cambio innecesario. Sin embargo,
Holland (1975) hace una perfecta definicién de este operador: “La mutacidn es
un operador secundario que asequra que el operador de cruza tenga un rango
completo de alelos de modo que el plan adaptable no se quede atrapado en un
minimo local”.

Bajo esta definicion podemos entonces decir que el operador de mutacion
consigue mantener la diversidad en los individuos para que no exista un sélo
gen dominante. Usualmente uno de cada mil genes es mutado y con ello es
suficiente para imponerle la diversidad necesaria a la poblacién, de hecho, per-
turbaciones mayores solo generan destrucciones del cédigo genético 6ptimo y
conducen a la extincion de los buenos individuos.

De acuerdo con el tipo de cadena que se emplee para representar a los indivi-
duos podemos clasificar al operador de mutacién en dos grandes grupos: discreto
y continuo. En la representacion discreta la mutacion se realiza mediante cam-
bios en cada uno de los genes de un individuo con cierta probabilidad pys, de
modo que un individuo mutado se observara como ejemplifica la figura 1.4.

Individuo original 1010001111
GEn
mutacdo

Individuo mutado 1T 0900011111

Figura 1.4: Mutacién de un individuo con representacién binaria

En el caso de la representacién continua, el individuo mutado serd una mezcla
del individuo original y una perturbacién ruidosa con cierta distribucién, usual-
mente gaussiana. Supongamos que el individuo x = {1, za, . . ., =, } serd mutado
con una pequeinia perturbacion normal con media cero y desviacién estandar o
para dar lugar al nuevo individuo x’, esto es

zr;=z;+ N(0,0;), i=1,...,n (1.8)
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donde la perturbacién se realiza sobre cada una de las variables del individuo y la
desviacion estandar de esa perturbacién puede ser diferente para cada variable.

1.3. Bloques constructores y decepciéon

La teorfa tradicional de los Algoritmos Genéticos asume que éstos funcionan
por el descubrimiento, acentuaciéon y recombinacién de bloques constructores.
Los bloques constructores son combinaciones de bits que confieren la mayor
aptitud a las cadenas en las que estdn presentes.

Holland (1975) introduce la nocién de esquema para formalizar el término
de bloques constructores. Un esquema es un conjunto de bits que pueden ser
descritos mediante una plantilla de unos, ceros y asteriscos, donde el asterisco
simboliza un comodin. Por ejemplo, el esquema

H=1=x%x1

encarna al conjunto de todas las cadenas de 4 bits que empiezan con uno y ter-
minan con uno. Por notacién, H (de hiperplano) representa un esquema y todas
las cadenas que pueden ajustarse a estos esquemas se conocen como instancias
del esquema, en este caso, por ejemplo, las instancias de H serén las cadenas
1001, 1011, 1101 y 1111.

El teorema de los esquemas fue propuesto por Holland (1975) y explica que
los bloques cortos y de bajo orden cuya aptitud promedio se mantiene por enci-
ma de la media recibiran un nimero de muestras que crecen exponencialmente
con el tiempo [3]. Sin embargo, pese a que el teorema de los esquemas lidia con
la cruza y la mutacion por ser altamente disruptivas, lo que hace funcionar al Al-
goritmo Genético, es precisamente su capacidad de recombinar las instancias de
los esquemas favorables para formar otras igualmente buenas o incluso mejores.
Esta suposicién se conoce como la hipdtesis de los blogues constructores y fue
propuesta por Goldberg (1989).

Ahora bien, la hip6tesis de los bloques constructores dice que la cruza com-
bina esquemas cortos y de alto desempeno para formar candidatos mas aptos,
pero no da una descripcién de cémo ocurre esta combinacion. Para investigar
mas detalladamente el comportamiento de los esquemas y su recombinacién se
disenaron ciertas funciones llamadas de la carretera real las cuales intentan cap-
turar la esencia de los bloques constructores en una forma idealizada (ver [4]).
Estas funciones estaban construidas de tal forma que cumplieran la hipétesis
de los bloques constructores (cadenas cortas, de bajo orden y altamente aptos)
de modo que el algoritmo genético llegaria facilmente a la solucién. Sin embar-
go, se observd que esto realmente no era cierto y que incluso algoritmos que se
esperaba que tuvieran dificultad de llegar a la solucién, la alcanzaron hasta 10
veces més rapido que el Algoritmo Genético.

Estos resultados mostraron la necesidad de proponer un nuevo Algoritmo
Genético idealizado que evitara problemas con respecto a la hipdtesis de los
bloques constructores, éste tendria que poseer las siguientes caracteristicas:
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1. La poblacién tiene que ser lo suficientemente grande, el proceso de selec-
cién debe ser lo suficientemente lento y el porcentaje de mutacién debe
ser suficientemente alto para asegurar que no existan ninguna posicién que
permanezca fija con un solo valor en ninguna cadena.

2. Laseleccion debe ser lo suficientemente fuerte como preservar los esquemas
deseables encontrados.

3. El porcentaje de cruza debe ser tal que el tiempo en que ocurra una cruza
que combine dos esquemas deseados sea pequeno con respecto al tiempo
de descubrimiento de los esquemas deseados.

sin embargo, como se puede apreciar, existen mecanismos que no son compati-
bles entre si y que hablan sélo de un Algoritmo ideal y no practico.

1.3.1. Los problemas de los AG: las funciones deceptivas

La idea bésica tras el diseno de funciones deceptivas para un algoritmo
genético es violar de manera extrema la hipétesis de los bloques constructores.
En otras palabras, se busca que los bloques cortos y de bajo orden conduzcan a
bloques constructores largos y de mayor orden que sean subdptimos.

Un ejemplo de funcién deceptiva se conoce como “funcién tramposa sepa-
rable de orden 57 (traps). En este problema se asume que el tamano de la
cadena es un multiplo de cinco y que se encuentra dividida en partes disjuntas
de 5 bits cada una. Cada parte se ajusta en cada corrida del algoritmo y éste
desconoce el comportamiento de cada particién en la cadena. Dendtense las
posiciones correspondientes a la ¢-ésima particién mediante los indices b;; a
bi5. Y definase

'Mm\;

ftrap5 ((E) = tra'p5(:cbi,1 +eee xbi,{)) (19)

=1

donde

5 siu=5

traps(u) = { (1.10)

4 —u otro caso

En esta expresion u denota el nimero de unos en el bloque de 5 bits. Como
se puede apreciar, este problema tiene un 6ptimo global en v = 5 y un éptimo
local en w = 0. Cuando se trabajan con cadenas de n bits sélo se cuenta con un
6ptimo global en una cadena con n unos y 25 — 1 éptimos locales en al menos
una particién de la cadena que se encuentre en puros ceros. Refiérase a [2] para
un estudio mas profundo del comportamiento de este problema. En este caso, la
funcién traps es completamente deceptiva, es decir, que la aptitud de cualquier
bloque de bits de orden menor que 5 la aleja del 6ptimo global.
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Pese a que la funcién traps es completamente artificial, sugiere la existen-
cia de problemas que el Algoritmo Genético no puede resolver, y esto debido
principalmente a la destruccién de los bloques que construyen al éptimo (blo-
ques constructores), mediante técnicas de cruza o mutacién. Si la cruza emplea-
da combinara eficientemente las soluciones promisorias de cada cadena, habria
mayor probabilidad de mantener los bloques buenos y de esta manera alcanzar
el 6ptimo.

A raiz de esta clase de problemas, los cuales carecen de solucién en el Algo-
ritmo Genético, se han propuesto diversas formas para atacar a los problemas
deceptivos. Entre estas formas se incluyen métodos que aprenden la estructura
del problema y emplean esta informacion para asegurar una mezcla mas apro-
piada y asi aumentar los bloques constructores. Algunas de estas técnicas estan
basadas en modelos probabilisticos que pretenden guiar la bisqueda hacia zonas
méas prometedoras en lugar de usar la cruza y mutacién como en el Algoritmo
Genético Basico.

Una técnica a considerar es trabajar las probabilidades de aparicién de las
variables para regenerar a los nuevos individuos en lugar de trabajar en si con
los individuos de la poblacién. Esta técnica es conocida como Algoritmos de
Estimacion de Distribucion y se tratard con mayor profundidad en el capitulo
siguiente.

1.4. Conclusiones del capitulo 1

En el presente capitulo se dieron las bases de los Algoritmos Evolutivos,
los cuales surgen como una imitacién al comportamiento evolutivo de las es-
pecies empleando ciclos y algoritmos computacionales para tal fin; se establece
la representacion de los individuos mediante cadenas discretas o continuas y la
forma bésica de implementar un Algoritmo Genético. Ademds, se estudiaron
los diversos operadores de seleccién, cruza y mutacion para el caso discreto y
continuo, asi como la eficiencia de los operadores de selecciéon en términos del
tiempo de asentamiento. Se introdujo la definicién de esquema e instancia y se
enunciaron tanto el teorema de los esquemas como la hipdtesis de los bloques
constructores. Se di6 un ejemplo de las funciones deceptivas, las cuales repre-
sentan una gran dificultad para los Algoritmos Genéticos debido a lo disruptivo
de la cruza y a la pérdida de los bloques que forman la solucién. Finalmente se
introduce un nuevo tipo de Algoritmo Evolutivo, el cual emplea la distribucién
de los buenos individuos para reorientar a la poblacién y regenerarla basandose
en estas estadisticas y no en cruzas y mutaciones como lo hace el Algoritmo
Genético.
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Capitulo 2

Algoritmos con Estimacion
de Distribucion

El comportamiento de los Algoritmos Evolutivos vistos en el primer capitu-
lo depende en gran medida del ajuste de un gran conjunto de pardmetros (el
tamano de la poblacion, el factor de cruza, mutacién, nimero de generaciones,
etc.) que ya representan en s{ un problema de optimizacién. Esta razén, junto
con el deseo de predecir el comportamiento de los individuos en la poblacion
motivaron el estudio de un nuevo tipo de algoritmos que emplearan informacion
estadistica sobre la poblacién para realizar las predicciones. Estos algoritmos
son conocidos como Algoritmos de Estimacién de Distribucién (EDAs) y fueron
introducidos por Miihlenbein, Paafl y Baluja (1996).

En EDASs no existe ni cruza ni mutaciéon como en el caso de los Algoritmos
Genéticos, en su lugar la nueva poblacién se remuestrea a partir de la distribu-
cién de una muestra. Por otro lado, en Algoritmos Genéticos, las asociaciones
entre las variables eran tomadas a partir de los bloques constructores y esta-
ban implicitas en la representacion de los individuos, mientras que en EDAs las
asociaciones se encuentran explicitamente expresadas mediante la funcién de
distribucién conjunta de los individuos seleccionados.

En este segundo capitulo se revisaran los conceptos basicos de probabilidad
que sirven como base de los Algoritmos de Estimacién de Distribucién, la ter-
minologia aplicada a lo largo de la tesis, definiciones de densidad y distribucion,
asi como sus caracteristicas principales. Se enunciaran los algoritmos conocidos
que cuentan con una base paramétrica tanto en su representacién real como
discreta y sus principales caracteristicas, ademéas se estudiaran la bases de los
algoritmos no paramétricos y los primeros intentos para su elaboraciéon. Final-
mente se concluye con algunas revisiones y observaciones del capitulo.
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2.1. Conceptos de probabilidad

Debido a la naturaleza de los Algoritmos de Estimacion de Distribucion es
preciso asentar las bases probabilisticas que sustentan el desarrollo de estos algo-
ritmos. En primera instancia, definase una variable aleatoria como una funcién
real de los elementos de un espacio muestral S. Las variables aleatorias se repre-
sentan mediante letras mayusculas (por ejemplo X, Y o Z) y cualquier valor que
tome esta variable aleatoria se escribird en minfsculas (x,y o z). Considérense
las siguientes definiciones:

Definicién 2.1 (Probabilidad marginal). La probabilidad marginal sobre
la i-ésima variable se obtiene mediante

p(z;) = Z p(T1,y. .., %)

L1,y ie1,Ti415e-, T

En este caso p(z1,...,x,) es la probabilidad conjunta o bien la probabi-
lidad de que las variables aleatorias X7,..., X, tomen los valores z1,...,z,,
respectivamente. A esta correspondencia se le conoce como evento y representa
un subconjunto del espacio muestral. La probabilidad de que ocurra un evento
X dado otro evento Y se indica en la definicién 2.2.

Definicién 2.2 (Probabilidad condicional). Dadas las variables X e Y,
la probabilidad condicional para los valores x de X ey de 'Y, se define como

_
p(zly) = o) , ply) #0 (2.1)

Definicién 2.3 (Independencia condicional). Se dice que la variable
aleatoria X es marginalmente independiente de la variable aleatoria Y, si y solo
st para todos los valores x de X ey deY se satisface que

p(zly) = p(z), py) #0 (2.2)

Siempre que se cumpla la deficién 2.3 también se cumplird que p(z,y) =
p(z)p(y), y esto puede verificarse sustituyendo la ecuacién 2.2 en la expresién
2.1.

Definicién 2.4 (Funcién de distribucién acumulada). Sea X una va-
riable aleatoria y P{X < z} la probabilidad de que esta variable aleatoria tome
valores menores a x, definase entonces

Fx(z) = P{X <z} (2.3)
como la funcion de distribucion acumulada de la variable aletoria X .

La funcién de distribuciéon acumulada tiene ciertas propiedades las cuales se
derivan del hecho de que Fx () es una probabilidad, algunas de estas propiedades
se enuncian enseguida:
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Fx(—o00) = (2.4a)
Fy(o0) = 1 (2.4D)
(1‘1) Fx (1’2) si xr1 < T2 (24C)
Fx(27) = Fx () (2.4d)

La propiedad 2.4d se refiere a que la funcién de distribuciéon acumulada debe
ser continua por la derecha y la 2.4c que debe ser una funcién creciente. Todas
estas propiedades deben emplearse para probar si una funcién cualquiera Gx ()
es una funcién de distribucién véalida. Existen diversos tipos de distribuciones,
pero la mas comun es la distribucién normal ya que todo conjunto grande de
datos puede ser modelado con esta distribucién y ademas facilita los calculos.

Definicién 2.5 (Funcién de densidad). Sea X una variable aleatoria y

Fx(x) su funcion de distribucion acumulada, definase entonces

ety = @)

como la funcion de densidad de la variable aleatoria X .

(2.5)

Dos propiedades interesantes de la funcion de densidad se enuncian ensegui-
da:

fx(z)>0 para toda x (2.6a)

/ Ix(z (2.6b)

Ambas propiedades deben ser usadas para probar si una funcién cualquiera
gx(z) es una funcién de densidad vélida. Tanto la funcién de densidad como
la funcién de distribucién pueden emplearse para obtener cualquier informacién
sobre la variable aleatoria en cuestion, en el caso particular de los EDAs se em-
plea la funcién de distribuciéon para modelar a los individuos.

Las definiciones 2.4 y 2.5 pueden ser extendidas para el caso general de n
variables aleatorias. En este caso la funciones se conocen como funcion de dis-
tribucion acumulada conjunta y funcion de densidad conjunta, respectivamente.
En la definicién 2.6 se extiende la definicién de la funcién de distribucién acu-
mulada para el caso de n variables.

Definicién 2.6 (Funcién de distribucién acumulada conjunta). Sea

X1, ..., X, una vector de n variables aleatorias y P{X1 < z1,...,X, <z,} la
probabilidad de que cada elemento del vector de variables aleatorias tome valores
Menores a x1,...,Tn, respectivamente. Definase entonces

FXl,...,Xn(xlv e ,.’En) = P{Xl S L1y ,Xn S .’L‘n} (27)

como la funcion de distribucion acumulada conjunta del vector de variables alea-
torias X1,..., XN
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El término de esperanza se aplica cuando en el proceso de promediar se
involucra a una variable aleatoria. Si hablamos de la variable aleatoria X, se
emplea la notacién E[X] o bien X para referirse al valor esperado de la variable
aleatoria X. Refiérase a la siguiente definicion:

Definicién 2.7 (Valor esperado). Sea X una variable aleatoria y fx(x)
su correspondiente funcion de densidad, definase entonces

EX]=X = /OO zfx(z)dz

— 00
como el valor esperado de la variable aleatoria X .

Una aplicacién inmediata del valor esperado es el calculo de momentos. Exis-
ten dos clases de momentos; los momentos con respecto al origen y los momentos
centrales. Para este trabajo de investigacién son de interés los momentos cen-
trales, los cuales se definen a continuacién:

Definicién 2.8 (Momento central). Sea X una variable aleatoria y X la
esperanza de la variable aleatoria X, definase entonces

o = BI(X - X)"]

como el n-ésimo momento central de la variable aleatoria X .

El segundo momento central es tan importante que se le da la notacién o%

y se conoce como la varianza de X, ademas, la raiz positiva de este valor ox se
conoce como la desviacion estandar de X y es una medida de la dispersién de
los datos con respecto a la media, en la funcién de densidad.

Al trabajar con dos variables aleatorias X e Y ya se puede hablar de mo-
mentos centrales conjuntos, los cuales se encuentran definidos como sigue:

Definicién 2.9 (Momento central conjunto). Sean X eY dos variables
aleatorias y X e Y sus correspondientes valores esperados, definase entonces

pok = B[(X = X)"(Y = ¥)"]
como el momento conjunto de orden n + k de las variables aleatorias X eY .

El momento conjunto de segundo orden j11 es muy importante y es conocido
como la covarianza de X e Y y estd dado por el simbolo ¥ xy. Este denota las
relaciones entre las dos variables, por ejemplo, si X e Y fueran independientes
o decorrelacionadas entonces su covarianza seria cero.

Definicién 2.10 (Coeficiente de correlacién). Sean X eY dos variables
aleatorias y ox y oy sus correspondientes desviaciones estandar. Ademds, sea
Yxy la covarianza de las variables X e Y, definase entonces

Yxy

OxXO0y

como el coeficiente de correlacion de las variables X e Y.
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Al igual que la covarianza, el coeficiente de correlacion indica las relaciones
entre las variables involucradas, pero debido a que se encuentra normalizado
(=1 < p < 1), se emplea con frecuencia para cuantificar la fuerza de las rela-
ciones entre las variables. El valor absoluto de p indica qué tan relacionada de
encuentra una variable con respecto a la otra y el signo indica el tipo de relacién.

2.2. Algoritmos de Estimacién de Distribucion

Los Algoritmos de Estimacién de Distribucién son un tipo especial de algo-
ritmos evolutivos que emplean probabilidades y estadisticos para la regeneracién
de la poblacién. Obsérvese el algoritmo 2 el cual muestra el pseudocédigo de un
Algoritmo de Estimacién de Distribucién en su forma bésica.

Algoritmo 2 EDA

: =0

: Generar N individuos de forma aleatoria y guardarlos en P(¢).

while no se cumpla la condicién de paro do
Evaluar cada uno de los individuos de P(t).
Seleccionar M < N individuos de P(t) y colocarlos en la muestra S.
Generar la nueva poblacién P(t+ 1) a partir de la distribucién de proba-
bilidad de S.
t=t+1

8: end while

AN S

I

Al observar el algoritmo 2 se puede apreciar el parecido con un Algoritmo
Genético convencional, sin embargo, difiere de éste en el punto 6, es decir, en
la generacion de la poblacién a partir la distribucién de probabilidad. Existen
diversos tipos de EDAs y cada uno de ellos emplea una técnica diferente para
realizar la aproximacién de la distribucién conjunta.

Existen modelos que suponen independencia entre las variables, con lo cual
la distribucién conjunta queda reducida al producto de las probabilidades de ca-
da variable; otros modelos suponen que los datos provienen de una distribucion
normal y emplean férmulas ya establecidas para el cdlculo de los estadisticos
necesarios para la regeneracion de los datos. En otros tantos se suponen depen-
dencias de segundo o tercer orden e incluso modelos méas complejos y otros pocos
asumen que los datos no provienen de una distribucién conocida y regeneran la
poblacién a partir de los datos mismos.

Debido a la gran variedad de Algoritmos de Estimacién de Distribucion, se
suele realizar la clasificacion de ellos en dos grandes grupos para facilitar su
estudio: los algoritmos con representacion discreta y los algoritmos con repre-
sentacion real. En ambos casos existen EDAs sin dependencias o bien con depen-
dencias que pueden ser bivariadas o miltiples, en el caso discreto; y paramétricos
0 no parameétricos, en el caso continuo. En la figura 2.1 se presenta un diagrama
de clasificacién de los EDAs de acuerdo con esta estructura. La parte baja del
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2.2. Algoritmos de Estimacion de Distribucion

organigrama muestra ejemplos de los EDAs representantes de cada categoria.
Acentuado con otro color se indica el area de investigacion de interés plasmado
en este trabajo de tesis. Note que no se muestra un algoritmo representativo en
esta seccidn, y esto debido al escaso trabajo de investigacién realizado hasta la
actualidad, sin embargo, mas adelante, se hablara de los primeros intentos por
explorar esta area y se enunciaran algunos ejemplos.

Discreto Continmao

Con 3in Con Sin
Dependencias Dependencias Dependenmas Dependencias
B:Lvar:l.adal [Hult,lple I [ ML & I PEIL [ Paramétrico [No Paramétricao [ UMD A l

IBHDA MIMIC PADAI MINIC: | EMHA

Figura 2.1: Estructura de clasificacién de los EDAs

2.2.1. EDAs con representacion discreta

Los Algoritmos con estimacién de distribucién pertenecientes a esta clasifi-
cacion pueden estar representados mediante modelos graficos, como en el caso de
los algoritmos con dependencias, o bien, ser tan simples que supongan indepen-
dencia entre las variables y se reduzcan sélo al producto de las probabilidades
marginales. A continuacién se analizaran los modelos discretos sin dependencias
y aquellos con dependencias bivariadas y multiples.

Modelos independientes

En esta seccion se introducen dos ejemplos de modelos que consideran que
la funcién de distribucién acumulada conjunta es el producto de las n proba-
bilidades marginales de las variables que componen al vector n-dimensional de
variables aleatorias. Aunque esta suposicién reduce significativamente los calcu-
los, no puede existir nada mas alejado de la realidad ya que usualmente existen
dependencias entre las variables.

El Algoritmo de Distribucién Marginal Univariada UMDA fue introduci-
do por Miihlenbein en 1998. En este algoritmo la distribucién de probabilidad

32



2.2. Algoritmos de Estimacion de Distribucion

conjunta p  x (21,...,,) estd factorizada como el producto de las distribu-
ciones marginales univariadas y se describe por la siguiente expresion:

n
¢ _ t
DXy X, (Tl @) = H Fy, (@)
i=1
Cada distribucién marginal univariada es estimada a partir de las frecuencias
marginales:

S (X = 24]Sp-1)

t N — Jj=1

donde

1 si, X; =x; en el j-ésimo bit de D;_1
0 otro caso.

6](Xz = xi|St71) = {
y D;_1 es el conjunto de muestra en la iteraciéon t — 1.

El Algoritmo de Aprendizaje Incremental Basado en la Poblacién PBIL fue
introducido por Baluja en 1994. El algoritmo emplea para su funcionamien-
to un vector de probabilidades de tamano n cuyos valores corresponden a la
probabilidad de obtener un 1 en la ¢-ésima variable de la poblacién P, esto es:

p(x) =p'(@1) - p' (i) - p' ()
Este vector de probabilidades se emplea para generar a los individuos en cada

nueva iteracién t y los M individuos mejores son seleccionados para actualizar
el vector de probabilidades haciendo uso de una combinaciéon convexa:

M
1
P60 = (L= a0+ agp Dok

donde x} , denota el k-ésimo elemento de la muestra S tomado del conjunto
de N individuos de la poblacién y « € (0,1] es un pardmetro del algoritmo (vea
[5]). Como se puede verificar, el algoritmo del PBIL coincide con el UMDA en
el caso especial de que a = 1.

Dependencias bivariadas

En el caso de los EDAs con dependencias bivariadas se realiza una aproxi-
macion de la distribucién conjunta tomando en cuenta dependencias entre cada
dos variables. Tanto en los métodos que consideran dependencias bivariadas co-
mo aquellos que las consideran multivariadas y tienen representacién discreta,
se emplean nodos que simbolizan a cada variable y arcos que indican la relacién
entre éstas. En conjunto se trabaja con grafos los cuales aumentan el grado de
dificultan de los célculos conforme se suponen dependencias de mayor orden.
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El algoritmo de Maximizacién de Informaciéon Mutua mediante Clusteres
de Entrada (MIMIC) realiza en cada generacién una biisqueda de la mejor
permutacién entre las variables con la finalidad de obtener la funcién de dis-
tribucién acumulada conjunta p% v (z1,...,2,) que mds se aproxime a la
distribucién empirica del conjunto de puntos seleccionados. Para cotejar qué tan
buena es una permutacién, se emplea la discrepancia de Kullback-Leibler como
medida de la semejanza entre dos determinadas distribuciones.

Definicién 2.11 (Discrepancia de Kullback-Leibler). Sea el vector de
variables aleatorias X = (X1,...,X,) y sean P(X) y P,(X) dos distribuciones
de probabilidad del vector de variables aleatorias X. Definase entonces

DIP || P) = 30 P(X)log 7, 0 (2.9)
X a

como la discrepancia de Kullback-Leibler entre las distribuciones P y P,.

Es posible ver que esta discrepancia tiene la propiedad de que D(P || P,) > 0,
y s6lo se cumple la igualdad siempre que ambas distribuciones sean iguales.

Aproximamos entonces:

px (%) = p(xit|ziz) - p(wiz|zis) - - P(Tin—1]Tin) - p(in)

y ™ = (i1,42,...,i,) denota la permutacién de los indices 1,2, ...,n. Con lo cual
la buiisqueda del algoritmo se reduce a la bisqueda de la mejor permutacién que
minimice 2.9. De Bone (1997) propone una técnica para reducir la busqueda de
esta permutacién mediante la eleccién de aquellas variables que minimicen su
entropia estimada dada una anterior. Para la eleccién de la primera variable, se
elige la que cuente con menos entropia marginal y posteriormente se le adhieren
aquellas que mantengan minima la entropia condicional dada la variable inme-
diata anterior.

El Algoritmo de Distribucién Marginal Bivariada (BMDA) propuesto por
Pelikan y Miihlenbein (1999) propone una factorizacién de la funcién de distribu-
cién conjunta que sélo requiere de estadisticos de segundo orden. El primer paso
del algoritmo es la seleccién de una variable aleatoria la cual sirva como base
de una gréfica aciclica no necesariamente conectada conocida como grdfica de
dependencias. Esta variable se elige como aquella que posea la maxima depen-
dencia marginal de acuerdo con la medida x2. Posteriormente se van conectando
las variables del grupo restante que tengan la mayor dependencia con aquellas
puestas previamente y se repite este proceso hasta que ya no existan variables
del grupo restante que tengan una dependencia mayor a cierto limite que les
permita unirse al grafo. Si ain existen variables que no se han colocado en la
grafica, entonces se repite el proceso desde el inicio y termina cuando todas las
variables estan incluidas en la grafica de dependencias. La prueba 2 se define
enseguida:
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Definicién 2.12 (Prueba x?). Sean X e Y dos variables aleatorias y N
el nimero de datos que se tienen de cada variable aleatoria. Sea ademds px(x)
la probabilidad marginal de la variable aleatoria X y pxv(x,y) la probabilidad
conjunta entre las dos variables X e Y. Definase entonces:

=3 (Npxy (2, y) — Npx(2)py ())?

P Npx(z)py (y)

como la prueba de estadistica de independencia x? entre las variables X e Y.

Si en la definicién 2.12 las variables X e Y son independientes con probabili-
dad del 95 %, entonces la prueba chi-cuadrada satisface la siguiente desigualdad:

Xoos <384

con un grado de libertad (df=1). Este valor se emplea como limite para averiguar
si las dos variables testeadas son lo suficientemente dependientes una de otra
como para ser parte del grafo de dependencias. De no haber otra variable que
supere este valor, se busca una nueva base (o nodo raiz) para formar el siguiente
arbol. El grafo final tendra una apariencia similar a la mostrada en la figura 2.2.

&
O
OO

Figura 2.2: Representacién grafica del modelo de probabilidad del BMDA

Como se advierte en esta imagen la apariencia de este algoritmo es la de un
conjunto de arboles con la mayor dependencia entre cada ramificacién, en con-
traste, el MIMIC se observard como una unica cadena de variables enlazadas,
en cada iteracion t.

Ademsés de estos modelos se puede citar el arbol de dependencias pro-
puesto por Chow y Liu en 1968, el cual es la base del BMDA. En este modelo
se utiliza la distancia de Kullback-Leibler como una medida de semejanza entre
dos distribuciones, denotando como un drbol de mdzrimo peso a aquel que posea
la méxima informacién mutua entre las variables del grafo. De esta manera, el
arbol con méxima informacién mutua serd también el que minimice la distancia
de Kullback y por ende aproxime mejor la distribucién empirica, vea [6].
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Dependencias miiltiples

Los EDAs que emplean mas de dos dependencias para aproximar la funcién
de distribucién conjunta son variados y uno de los primeros trabajos realizados
al respecto fue el propuesto por Baluja y Davies (1998), desafortunadamente,
en este trabajo sélo se describe la posibilidad de su funcionamiento pero no se
llega a implementarlo.

En estos modelos, al igual que en el caso bivariado, se trabajan con repre-
sentaciones graficas para indicar la asociacién de las variables y con arcos que
pueden ser unidireccionales o bidireccionales de acuerdo con el tipo de EDA que
se implemente.

El Algoritmo de Aproximacién de Distribucién por Polidrboles PADA em-
plea una red Bayesiana para factorizar la funcién de distribucién conjunta. El
algoritmo consiste en generar polidrboles (es decir, estructuras que no contienen
més de un arco unidireccionado por cada dos variables) a partir de dependencias
o independencias entre las variables. El criterio de dependencia en este modelo
es la d-separabilidad la cual puede considerarse como la definicién grafica de la
independencia condicional [7]. Observe en la figura 2.3 la representacién grafica
del modelo de probabilidad del PADA.

O
(=) CO—C
Co—®

Figura 2.3: Representacién grafica del modelo de probabilidad del PADA

Ademsés de este modelo, existen representaciones mdas complejas que per-
miten ciclos no dirigidos, las cuales son conocidas como redes Bayesianas mul-
ticonectadas y dependiendo de si son simples o generales pueden admitir tanto
un tipo especial de ciclo no dirigido (donde cada par de nodo con un hijo comin
no tiene antecesores comunes, ni uno es antecesor de otro), como todo tipo de
ciclo no dirigido.

2.2.2. EDAs con representacién real

La gran mayoria de los EDAs con representacién real es una simple extensiéon
de algunos de los algoritmos con representacién discreta como lo son el UMDA,
el PBIL, el MIMIC, etc., y otros son nuevas propuestas que, en su gran mayo-
ria, emplean funciones gaussianas para aproximar la distribucién conjunta. De
cualquier forma, en la presente seccién se le echa un vistazo a algunos de los
algoritmos mas representativos en el ambito real con y sin dependencias y se
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introduce un nuevo modelo para aproximar la distribuciéon conjunta de forma
no paramétrica que se empleard a lo largo de este trabajo de investigacién.

Modelos independientes

En este tipo de modelos es comin suponer que no existe dependencia entre
las variables y que la funcién de densidad conjunta es el resultado del producto
de las densidades independientes normales de cada variable. Con lo cual se deno-
ta X ~ N (z; p,0), es decir, que el vector de variables aleatorias X se distribuye
de forma normal con paramétros py o.

El Algoritmo de Distribucién Marginal Univariada para el dominio continuo
UMDA_ realiza algunas pruebas estadisticas para encontrar la funcién de den-
sidad que mejor se ajuste a la densidad variable. En el caso de que la densidad se
modele con una funcién normal, entonces se deben calcular los dos parametros
@y o a partir de los estimadores de maxima verosimilitud, esto es:

N
1 _
ﬂi == Xi7 &i = N E (-ri,r - Xi)2 (210)
r=1

En el Algoritmo de Aprendizaje Incremental Basado en la Poblacién para
el espacio continuo PBIL. se asume que la funciéon de densidad conjunta de la
poblacién sigue una distribucién gaussiana y que es factorizable como el pro-
ducto de las densidades marginales independientes. Cada uno de los elementos
del vector de medias es actualizado mediante la ecuacion 2.11

,UJE+1 == (1 - oz),uf + a[gjibest,l(t) + zibest,Q(t) - xiworst(t)] (211)

donde uf“ representa el i-ésimo componente del vector de medias en la gene-
racién ¢ + 1y Tivest.1(t), Tivest,2(t), Tiworst(t) representan el mejor, el segundo
mejor y el peor individuo de la generacion ¢, respectivamente. Al igual que
en el caso discreto o es una constante. Para adaptar el vector de varianzas se
proponen cuatro heuristicas: (1) usar un valor constante, (2) ajustarlas como en
la estrategia (1,A), (3) calcular la varianza muestral de los mejores k individuos
o bien (4) empleando una combinacién convexa al igual que en el caso de las
medias.

Modelos paramétricos con dependencias

Los modelos con representacion real y dependencias, al igual que en el caso
dicreto, muestran dependencias bivariadas o miltiples pero en todos ellos se
supone que los datos provienen de una distribucién normal y es con ello con lo
que se hace la estimacion de los pardmetros p y o. Es precisamente por esto que
se ha decidido clasificar a los modelos con representacion real y dependencias
como paramétricos y no paramétricos.
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En el caso de los modelos paramétricos con dependencias bivariadas podemos
encontrar el MIMICS’ en el cual se asume que la distribuciéon de probabilidad
para cada par de variables es una Gaussiana bivariada. Como en el caso discreto,
en el MIMIC continuo se emplean entropias para minimizar la distancia de
Kullback-Leibler. Recurriendo al teorema de Whittaker (1990), el cual utiliza
un vector de variables X que se supone se distribuye de forma normal con media
1y matriz de covarianzas ¥ y aplicdndolo a la funcién de distribucién normal
bivariada, se encuentra que la entropia de X esta dada por:

1
h(X) = 5(1 +log2m) +logox

y que la entropia condicional se calcula como:

1 2 2 2
MX|Y) = = |(1+log27) + log (W)}
2 oy
Con lo cual el algoritmo del MIMIC continuo funciona haciendo uso de dos
pasos principales. En el primero de ellos se elige la variable con la menor va-
rianza muestreada (por ejemplo Y'), y en el segundo paso se elige aquella otra

2 2 9 L,

variable (por ejemplo, X) cuya estimacién de X275 con relacién a la va-
Y

riable anterior Y, sea menor. Finalmente esta ultima variable se enlaza con la

primera y el proceso es repetido de forma condicional hasta terminar todas las
variables.

Cuando el nimero de dependencias aumenta, el nimero de parametros a cal-
cular crece de forma proporcional con la dimensién del problema, sin embargo,
modelos como el EMINA ;44 realizan esta bisqueda con calculos muy simples
y de bajo costo computacional. En este algoritmo se realiza una aproximacién
de la funcién de distribuciéon normal multivariada en cada generacién mediante
la estimacién del vector de medias p* = (uf,. .., ul) y la matriz de covarianzas
3. Estos parametros emplean los estimadores de maxima verosimilitud para su
aproximacion:

ﬂz = Ay 1= 17 , 1
N
1 _
62 = N Z(xw X;)? i=1,...,n
r=1
1
&%:w (zip — Xi) ()0 — X;) Bhji=1,...,n i#]j
r=1

Posteriormente hace uso de estos parametros para regenerar la poblacién
suponiéndola, asimismo, normal con parametros fi y 3. Para més detalle sobre
estos algoritmos vea [8].
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2.3. Conclusiones del capitulo 2

Modelos no paramétricos

Pese a que en las secciones previas ya se ha hablado de los algoritmos no
paramétricos con dependencias bivariadas y multiples, en el caso de los algo-
ritmos no paramétricos atin no se ha llegado a un modelo que tome en cuenta
las dependencias entre las variables, tal el caso de un algoritmo evolutivo que
emplea histogramas marginales para la aproximacién de la funcién de densidad,
propuesto por Tsutsui et al. en 2001. En este trabajo se consideran dos tipos de
histogramas: los histogramas ajustados por ancho (FWH) y los ajustados por
alto (FHH).

En FWH se divide el espacio de bisqueda [min;, méx;] de cada variable
zj(j=1,...,n)en H(h; =0,1,..., H — 1) secciones. Con lo cual la funcién de
densidad estimada f7.; 5 [h] de cada seccién h; es:

. vam ’iG{OP..,Nfl}/\hg%H<h+l}‘
o N

FWH

(2.12)

donde Vi][j] es el valor de la variable x; del individuo 7 en la poblacién de
tamano N. Para generar a la nueva poblacién, primero se selecciona una sec-
cién empleando la probabilidad expresada por la ecuacion 2.12 y luego se genera
el individuo de forma aleatoria uniforme dentro de los limites de la seccién es-
cogida.

Si bien en FWH las secciones tiene el mismo ancho, en FHH las secciones
tienen la misma altura, lo cual significa que cada seccién contiene el mismo
nimero de puntos. Debido a que la probabilidad de elegir un punto en cada una
de las secciones es la misma, entonces tanto la densidad como la precisién se
mejoran en regiones prometedoras del espacio de bisqueda. Refiérase a [9] para
detalles sobre la implementacién y pormenores del algoritmo.

Como se puede apreciar, pese a que se han hecho algunas aportaciones en
el d&mbito no paramétrico, aiin permanece intocable el drea de los algoritmos
no paramétricos con dependencias. Una extension de este tipo en los algoritmos
vistos arriba implicaria un enorme incremento del nimero de célculos y aumento
en la complejidad de los algoritmos. En el siguiente capitulo se hablara sobre una
nueva aportacion en el ambito de los algoritmos de estimacién de distribucion
no paramétricos que toman en cuenta las dependencias entre todas las variables.

2.3. Conclusiones del capitulo 2

En el presente capitulo se han definido los términos probabilisticos princi-
pales que se usaran a lo largo de este trabajo de investigacién, se mostraron
algunas caracteristicas de las funciones de distribucién y densidad y su defini-
cién tanto para una como para miltiples variables. Asimismo se han revisado los
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2.3. Conclusiones del capitulo 2

principales Algoritmos de Estimacion de Distribucién tanto en su representacién
discreta como en la continua. Se han presentado los modelos que no realizan su-
posiciones sobre la distribucién sino que la aproximan mediante histogramas
marginales, con lo cual éstos no toman en cuenta las dependencias entre las
variables. Todos estos modelos y definiciones serdn una base informativa para
la introduccién de dos algoritmos nuevos que toman en cuenta las dependencias
entre las variables y no realizan suposiciones previas sobre la distribucién de los
datos. Uno de estos algoritmos se presenta en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Algoritmo de Estimacion de
Distribucion no paramétrico

En el presente capitulo se presentara un nuevo Algoritmo de Estimacién de
Distribucion el cual toma en cuenta las dependencias entre todas las variables y
no hace ninguna suposicién previa sobre su distribucién conjunta. En su lugar,
regenera cada distribucién univariada de forma empirica y a cada una de ellas
les induce la correlacion conjunta de las variables de la muestra mediante un
método propuesto por Iman y Conover (1982). Como se verd en las siguientes
secciones, el método es libre de una distribucién particular y preserva la forma
exacta de las distribuciones marginales de entrada, ademés, como el algoritmo
estd basado en un método no paramétrico, no utiliza la matriz de covarianzas
3, sino que emplea la matriz de coeficientes de correlacién de Spearman como
medida de asociacién entre las variables.

Para entrar de lleno en el estudio de este nuevo modelo, se inicia el capitulo
con las bases tedricas necesarias para la exposicién del algoritmo, se definen
y describen las medidas de asociacién utilizadas tanto para relaciones lineales
como para relaciones no lineales monétonas. Se decribe el método de Iman y
Conover para la induccién de la distribucién y el método para la regeneracion
de las distribuciones marginales empiricas asi como la descripcién del algoritmo
no paramétrico en su totalidad. Finalmente se muestran las conclusiones y los
datos mas relevantes del capitulo.

3.1. Medidas de asociacion

Como se habia mencionado en el capitulo 2, el coeficiente de correlacién es
una medida normalizada que indica la relacién entre dos variables, de tal suerte
que su valor absoluto revela la fuerza de la relacion y el signo expone si ambas
variables crecen a la par o bien, si mientras una crece la otra decrece. Se reser-
va el término de correlacidn al coeficiente de correlaciéon de Pearson, el cual se
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3.1. Medidas de asociacién

expresa en la ecuacién 2.8. Este coeficiente indica las relaciones lineales entre
las variables en cuestion, pero jqué ocurriria si las relaciones entre las variables
fueran no lineales?, en este caso, el coeficiente de correlacion de Pearson po-
dria indicar una relacién de cero pese a que la existencia de esta relacion fuera
muy fuerte. Considere como ejemplo que se tiene una variable aleatoria X dis-
tribuida uniformemente en (0,1). El coeficiente de correlacién de Pearson entre
los conjuntos X y X3 es préximo al 90 % pese a que los datos se encuentran
deterministicamente relacionados, esto es, que la relacién entre ellos es del 100 %.

En la literatura se pueden encontrar diversas medidas de asociacién que no
estan limitadas a relaciones lineales y que se basan en el concepto de rango.
Entre las méas populares se pueden nombrar a los coeficientes pg de Spearman
y 7 de Kendall.

La medida de relacién de Spearman para dos variables X e Y estd dada por
la ecuacion 3.1.

> [R(Xi) — Rx] [R(Y;) — Ry]
VIR - Rx]’ S0 [R(Y) - By ]

donde el indice ¢ identifica las instancias x; e y; de las variables aleatorias X e
Y. R(X;) es el rango de la i-ésima instancia de la variable X (es decir, el orden
de la observacién en el conjunto; el rango de la méxima observacion es 1, la
segunda més grande es 2, y asi sucesivamente) y Rx es la esperanza del rango
de X. El uso de rangos en el cilculo de esta medida de asociaciéon hacen que se
conozca también como coeficiente de correlacion por rangos.

ps(X,Y) = (3.1)

El coeficiente de correlacién por rangos de Spearman es una medidad de aso-
ciacion que permite identificar relaciones entre las variables tanto lineales como
no lineales siempre que sean mondtonas. Una relacién mondtona puede ser des-
crita como mondtona creciente (la cual estd asociada con valores positivos de
la correlacién) o mondtona decreciente (la cual estd asociada con correlaciones
negativas). Conforme el valor absoluto del coeficiente de correlacién de Spear-
man se aproxima a uno, la fuerza de la relacién mondtona aumenta alcanzando
su valor maximo cuando ps es +1 o bien cuando ps es —1. Conforme el valor
de ps se acerca a cero la relacién entre las dos variables es més débil llegando a
su minimo cuando pg es exactamente igual a cero y entonces ninguna relaciéon
mondtona estd presente entre las dos variables. Al igual que en el caso del coefi-
ciente de correlacion de Pearson, una correlacién positiva indica que el aumento
(o decremento) en el valor de una de las variables estd asociado con el aumento
(o decremento) en el valor de la otra variable, consecuentemente, una correlacién
negativa indica que el aumento (o decremento) de una de las variables esta aso-
ciado con el decremento (o aumento) en el valor de la otra variable [10].

FEl coeficiente de correlacién por rangos de Kendall, por otro lado, se encuen-
tra definido por:
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3.1. Medidas de asociacién

4 n
T(X,¥Y)=1—- — A 3.2
( ’ ) n(n_l);; 2] ( )
donde A; ; = sgn[(X; — X,;)(Y; —Y;)] y sgn es una funcién que regresa un +1 si
el argumento es mayor que cero, -1 si el argumento es menor a cero y 0 en otro
caso.
Al igual que la medida de asociacién de Spearman, la medida de asociacién
7 de Kendall, determina relaciones mondtonas entre las variables y detecta efec-
tos similares que la pg de Spearman en la poblacién, sin embargo, cuando una
muestra es derivada de una distribucién normal bivariada, el valor calculado
de la ps de Spearman generalmente provee una aproximacion razonablemente
buena de la correlaciéon de Pearson, mientras que la 7 de Kendall no lo hace asi.
Una ventaja de la 7 de Kendall es que a diferencia de la ps de Spearman, la dis-
tribucion de la muestra de 7 se aproxima muy rapidamente a la normal. Debido
a esto, la distribucion de la muestra de 7 puede ser muy bien aproximada por
una distribucién normal, incluso con muestras muy pequenas. En contraste, se
requiere de una muestra mas grande para aproximar la distribucién normal a la
distribucién exacta de la muestra de ps [10].

Tanto la medida de asociacién de Spearman como la medida de asociacién
de Kendall estan basadas en el concepto de concordancia, la cual se refiere a la
propiedad de que valores grandes de una variable aleatoria estdn asociadas con
valores grandes de la otra variable, mientras que la discordancia se refiere a que
valores grandes de una de las variables estd asociado con valores pequenos de
la otra variable, con lo cual, la medida 7 de Kendall, por ejemplo, se encuentra
definida como sigue:

T(XY) = p[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] — p[(X1 — X2)(Y1 — Y2) < 0] (3.3)

Ya que en los elementos concordantes se cumple que (X1 — X5)(Y; —Y2) >0
y en los elementos discordantes se cumple que (X7 — X3) (Y7 —Y3) < 0, entonces:

T7(XY') = p[Concordantes| — p[Discordantes] (3.4)

A diferencia del coeficiente de correlacién de Pearson, las medidas de aso-
ciacién de Spearman y Kendall son ambas invariantes con respecto a trans-
formaciones estrictamente crecientes y ademas son iguales a +1 si una de sus
variables es una transformacién creciente de la otra o bien, iguales a -1 si una de
sus variables es la transfomacién decreciente de la otra. Estas propiedades con-
vierten a ps y a 7 como medidas de asociacién apropiadas para distribuciones
multivariadas no paramétricas [11].
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3.2. Induccion de la correlacion

3.2. Induccion de la correlacién

En Algoritmos de Estimacion de Distribucién el principal problema es apro-
ximar la distribucién conjunta de la muestra para inducirla a la siguiente gene-
racién. Una forma de conseguir este efecto, alterna a las técnicas revisadas en
el capitulo dos, es regenerar la distribucion de cada variable de forma marginal
e inducir la correlacién de las variables de la muestra a la nueva poblacién
mediante alguna técnica especifica. Iman y Conover (1982) proponen un método
que permite inducir una cierta matriz de correlacién a un conjunto de variables
aleatorias de entrada [12]. Este método es simple de usar, se encuentra libre de
distribuciones y preserva la forma exacta de las distribuciones marginales de las
variables de entrada.

El método esta basado en la premisa de que la correlaciéon por rangos es una
forma significativa de definir las dependencias entre las variables de entrada.
Esto es, que el coeficiente de correlacién (Pearson) calculado mediante datos en
crudo puede perder el significado y la interpretacién de los datos si éstos no
se distribuyen de forma normal o con la presencia de datos atipicos. Por otro
lado, los coeficientes de correlacién por rangos pueden ser mas significativos en
la mayoria de las situaciones de modelado, incluso cuando los datos provienen
de distribuciones normales.

La base tedrica del método es que es posible obtener un vector transformado
X P’ el cual tiene una matriz de correlacién deseada C, siempre que los elemen-
tos del vector de entrada X estén decorrelacionados y la matriz de correlacién
C pueda ser escrita como C'= PP’  con P como una matriz triangular inferior
(Scheuer y Stoller, 1962).

Para ejemplificar el método, supéngase que se tienen n vectores de entrada,
cada uno con tamano N y que R es una matriz de tamano N xn, cuyas columnas
representan n permutaciones independientes de un conjunto arbitrario {a(%)},
i=1,...,N de N ndmeros referidos como puntuaciones. Cada fila de R (R;),
tiene n componentes independientes, donde cada componente toma uno de los
valores a(i) con igual probabilidad. Sea C* la matriz de correlacién deseada
y establezca C = C*. Sea P una matriz que cumple PP’ = C. Es ficil ver
que la multiplicacién R;P’ resulta en un vector cuyos elementos se relacionan
de acuerdo con la matriz de correlacién deseada C' y que el producto de RP’
genera una matriz R* cuyas filas tienen la misma distribucién multivariada que
R;P’. Con lo cual, la matriz de correlacion M de R* se acerca a C.

Finalmente, los valores de cada columna de la matriz R deben ser reacomoda-
dos de tal forma que tengan el mismo orden que las correspondientes columnas
de R*. Con ello se garantiza que tanto R como R* tengan la misma matriz de
correlacién C*.

Es verificable el hecho de que esta técnica permite inducir la correlacién de

manera existosa a un vector o a un grupo de vectores cuando la funcién de
distribucién conjunta sea el resultado del producto espacial de las variables in-
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volucradas. De no ser asi, esta técnica deberd ser reemplazada por otra [13].

Para ilustrar el procedimiento anterior considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Suponga que la matriz de correlacion deseada C* estd dada por:

1.00 0.7 0.64 -0.18 -0.47
0.7 1.00 046 -0.15 -0.20
cr = 0.64 046 1.00 -0.22 -0.68
-0.18 -0.13 -0.22 1.00 0.41
-0.47 -0.20 -0.68 0.41 1.00

y que su correspondiente matriz triangular superior P’ es obtenida mediante la
factorizacion Cholesky de C*:

1.00 0.75 0.64 -0.18 -0.47
0.00 0.65 -0.05 0.00 0.24
P =1 000 0.00 07 -0.13 -0.48
0.00 0.00 0.00 097 0.26
0.00 0.00 0.00 0.00 0.63
La matriz R, cuya correlacion se desea que coincida con la matriz de cor-

relaciones C* es obtenida a partir de un vector aleatorio de tamano N = 10
permutado n =5 veces.

1.75  0.483 0.43 4.38 2.63
1.831 0.87 350 131 0.87
2.65 1.31 2.63 1.75 1.75
3.94 1.75 1.75 3.07 1.31
3.07 2.19 3.07 0.43 0.43
4.88 2.63 2.19 38.50 38.07
3.50 3.07 3.94 0.87 4.38
0.87 3.50 1.31 2.63 219
0.43 3.94 4.38 2.19 3.50
| 219 4.38 0.87 3.94 3.94

De acuerdo con el método de Iman y Conover, la matriz R* se obtiene como
el producto de RP’'.
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1.75
1.31
2.63
3.9/
3.07
4.98
3.50
0.87
0.43

| 2.19

R*

1.61
1.56
2.85
413
3.75
5.04
4.66
2.95
2.90
4.52

1.45
3.48
3.65
5.82
4.24
441
5.16
1.48
3.47
1.92

3.88
0.56
0.86
2.01
-0.55
2.80
-0.32
2.23
1.47
3.83

3.44
0.7
0.1

0.55
-1.88

1.41
-0.30

2.71

1.78

4.23

La matriz de correlacion por rangos de Spearman M de R* puede compararse
con la matriz de correlaciones deseada C*.

1.00
0.69
0.80
-0.10
-0.83

M =

0.69
1.00
0.56
0.06
0.06

0.80
0.56
1.00

-0.57

-0.69

-0.10
0.06

-0.57

1.00
0.91

-0.83
0.06
-0.69
0.91
1.00

Puede observarse que pese a M se aproxima mucho a C* algunos valores son
muy diferentes uno del otro. La principal razon de este fendmeno es que la cor-
relacion de la matriz R no es exactamente la identidad, por lo cual, existe cierta
correlacion entre las variables de entrada. En otras palabras, si se cumpliera que
la matriz de correlacion por rangos de R fuera exactamente la identidad, en-
tonces se cumpliria que M = C*. Obsérvese la matriz de correlacion por rangos

de R a continuacion:

1.00
-0.15
-0.06
-0.02
-0.02

T =

0.15
1.00
0.12
0.04
0.61

-0.06
0.12
1.00

-0.79
0.01

-0.02
0.04
-0.79
1.00
0.34

-0.02
0.61
0.01
0.34
1.00

Finalmente, para que la matriz R tenga la misma correlacion que R*, se
reordenan los elementos de R de acuerdo con las posiciones de los elementos de
R*. A manera de ilustracion se mostrard el ordenamiento de la seqgunda columna

de R:
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# | Rio | # | R # | Rio
1 [ o043] 2] 1.61 2 | os7
2 087| 1|1.56 1] 043
3| 191] 3| 285 3 | 1.31
4| 175 8| 413 8 | 3.50
51 219| 6|37 = 6263
6| 265 10| 504 10| 4.38
7| s.07| 9| 4.66 9| 3.9
8|350 5| 295 5| 2.19
9139 4| 290 4| 175
10 4.38| 7| 4.52 7| 3.07

El stmbolo # indica la posicion que tendrian los elementos de R; 2 y de R} o
en caso de estar ordenados de forma creciente. Como se puede apreciar arriba,
la sequnda columna de R ha quedado ordenada de acuerdo con lo indicado por
las posiciones de los elementos de R; ,.

El uso de esta técnica es primordial en el desarrollo del Algoritmo de Esti-
macién de Distribucién no paramétrico y es su principal base tedrica. La descrip-
cién del mismo y un ejemplo del uso de este modelo se presentan en la siguiente
seccion.

3.3. Descripcién del algoritmo

El Algoritmo de Estimacién de Distribucién no paramétrico ((NOPREDA)
consta de dos etapas para aproximar la distribucién de los mejores individuos e
inducirla a la nueva generacion. En la primera de ellas, la distribucién marginal
de cada variable es capturada y remuestreada para generar las nuevas variables
de forma independiente. En la segunda etapa se calcula la correlacién de la
distribucién conjunta y se induce a la nueva poblaciéon mediante la técnica de
Iman y Conover.

El algoritmo 3 muestra la forma general de implementar el NOPREDA.

Hasta el punto 5 el algoritmo del NOPREDA se desarrolla como cualquier
otro Algoritmo de Estimacién de Distribucion. En el punto 6 se efectua la rege-
neracion de las variables a partir de las distribuciones marginales de las variables
de la muestra. Este proceso consiste en generar la distribucién marginal empirica
ij (x;,;) de cada variable aleatoria j mediante la expresién 3.5.

- Sacum(Tij) — d
acum N,7

Donde z;; representa al valor que toma la j-ésima variable aleatoria del
i-ésimo individuo de la poblacién y f,c.m (i ;) s la frecuencia acumulada de la

(3.5)

47



3.3. Descripcién del algoritmo

Algoritmo 3 NOPREDA
: =0
: Generar N individuos de forma aleatoria y guardarlos en P(t).
while no se cumpla la condicién de paro do
Evaluar cada uno de los individuos de P(t).
Seleccionar M < N individuos de P(t) y colocarlos en la muestra S.
for j=1ando
Regenerar la j-ésima variable a partir de la distribucién marginal de la
variable j de S y guardarla en P(t + 1).
8: end for
9:  Inducir la correlacién conjunta de la muestra S en P(t + 1).
10:  t=t+1
11: end while

IR U v

Jj-ésima variable aleatoria hasta el i-ésimo elemento de la variable aleatoria X;.
Asimismo, d es una constante (d € (0,1), cominmente d=0.5) que permite la
interpolacion entre los datos discretizados, observe la figura 3.1. Sin este ajuste,
existirfan instancias con probabilidad de eleccion igual a cero, eliminando asi su
capacidad de regeneracién en futuras generaciones.

Distribucién Acumulada Empirica
T

Figura 3.1: Interpolacién de los datos para la estimacién de la distribucién.

En la figura 3.1 se puede apreciar el histograma de frecuencias acumuladas
compuesto por cada banda de frecuencias b; = x;41,; — x;; y el diagrama de
la distribucién acumulada empirica, la cual suaviza los valores del histograma y
permite la generacién de valores interpolados entre x; ; ¥ ®iy1,;.

El procedimiento para la obtencién de cada distribucién acumulada es como
sigue: primero se ordenan los elementos de la j-ésima variable aleatoria de forma
creciente incluyendo los limites de las variables y suprimiendo los valores repeti-
dos, lldmase a este vector X¢ y a partir de éste obténgase las correspondientes
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3.3. Descripcién del algoritmo

frecuencias acumuladas para cada instancia de este vector aleatorio mediante la
ecuacion 3.5. Enseguida constriyase la grafica acumulada para estos valores de
X% como se muestra en la figura 3.2.

0.8 B

0.7 q

0.5 B

0.4 B

Distribucion Acumulada

0.2 - q

Figura 3.2: Frecuencia acumulada empirica de la j-ésima variable

Luego de la construccion de la gréfica, se regenera cada variable mediante el
muestreo de N niimeros aleatorios uniformes (0,1) para cada instancia i de la
j-ésima variable y se evaltian en la inversa de la funcién de distribucién acumu-
lada empirica, como se ilustra en la figura 3.3.

u[ 0, 1]

Figura 3.3: Muestreo aleatorio para la regeneracién de la i-ésima instancia de la
variable j.

Este proceso involucra la interpolacion de los valores del vector X7 de forma

que siempre se estén generando nuevas instancias del vector aleatorio. El tipo de
interpolacion a emplear para el muestreo de las variables no queda restringido
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sélo a lineal o a polinomial, si no que pueden emplearse un sinntimero de técnicas
dependiendo del tamafo de la poblacién utilizada o la finura que se desea en la
generacién de las instancias. A manera de ilustracién, se indica en la ecuacién
3.6 la forma de realizar la interpolacién lineal para generar la nueva instancia
t+1
5,J
_ e,t e,t et
t+1 et (u—Fx, (:Elj)) (xi-s-l,j x”)

= 5 5
I I FXj(xi‘rl,j)_FXj(x’ij)
it

donde z7’; representa el valor de la i-ésima instancia del vector X en la genera-
cién t y u representa un valor uniforme (0,1) empleado para la regeneracion de
la i-ésima instancia del vector j. El cdlculo para la interpolacién lineal descrito

. 1. . e,t e,t
por la ecuacion 3.6 es valido siempre que u se encuentre entre xi,j y xi+1,j'

(3.6)

Cuando todas las variables se han regenerado, se tendrd un conjunto de
variables que tienen una distribuciéon marginal semejante a las variables de la
muestra. Como es deseable que la relacion entre todas las variables de la muestra
se encuentre implicita en la nueva poblacion, se emplea entonces el procedimien-
to de Iman y Conover descrito en la seccién anterior. Este proceso se indica en
el paso 8 del algoritmo 3. Para coincidir con el método de induccién de correla-
ciones se genera una matriz de permutaciones R a partir de un vector aleatorio
uniforme (0,1). La matriz de correlacién deseada C* es la misma matriz de cor-
relacién por rangos de Spearman de los elementos de la muestra y ésta es la
que se factoriza mediante Cholesky. Finalmente el orden de los elementos de la
matriz R* = RP’ indica el orden al que se deberdn reordenar los elementos de
la nueva poblacién generada de forma marginal empirica.

En el siguiente ejemplo se muestran los efectos de emplear el método de
regeneracién con normales multivariadas y con NOPREDA para una poblacién
inicial dada.

Ejemplo 3.2. Considere la siguiente poblacion inicial:

14 L . L L L

Figura 3.4: Poblacién inicial con coeficiente ps = -0.3143
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3.3. Descripcién del algoritmo

La cual estd formada por 1000 datos provenientes de tres gaussianas con
vectores de medias pqy =(-5,2), o=(-3,-9), 3=(0,0) y matrices de covarianzas
¥1=[1-0.5;-0.5 1], ¥o=[1 0.6; 0.6 1], ¥3=[1 0.2; 0.2 1].

Si la poblacion inicial es regenerada mediante normales multivariadas se
obtiene el siguiente resultado:

Figura 3.5: Poblacién regenerada mediante Normales Multivariadas ps = -0.0055

Como se puede observar en la imagen anterior la forma de la poblacion re-
generada no se aproxima a la poblacion inicial y ademds los coeficientes de cor-
relacion por rangos son totalmente diferentes, lo cual muestra que este proceso
no es precisamente eficiente para preservar las dependencias entre las variables
originales.

Si ahora se compara con la poblacion regenerada mediante NOPREDA, mos-
trada en la figura 3.6, se puede ver que en este caso la forma de los datos re-
generados se aproxima a los originales asi como los coeficientes de correlacion
por TANgos.

Figura 3.6: Poblacién regenerada mediante NOPREDA ps = -0.3096

En el ejemplo anterior se pudo observar que el procedimiento del NOPREDA
puede preservar las correlaciones iniciales de un conjunto de datos de forma
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3.4. Conclusiones del capitulo 3

mas precisa que una técnica de regeneracién gaussiana multivariada, lo cual la
destaca como una herramienta 1til en el proceso de biisqueda de los Algoritmos
de Estimacion de Distribucion.

3.4. Conclusiones del capitulo 3

En el presente capitulo se present6 un algoritmo de Estimacién de Distribu-
cién No Paramétrico conocido como NOPREDA, el cual emplea el método de
Iman y Conover para inducir la correlaciéon conjunta de la muestra hacia los
nuevos individuos de la poblaciéon. Primeramente, se hablé de los métodos para
medir la asociacién entre las variables y se establecieron las medidas que se
pueden emplear en el método del NOPREDA debido a su flexibilidad para in-
dicar no sélo relaciones lineales entre las variables sino también mondtonas.
Posteriormente se explicé el método de Iman y Conover para la induccion de
una matriz de correlacién deseada hacia un conjunto de datos de entrada para
luego entrar de lleno en la explicacién del método del NOPREDA. Como se vio,
este método regenera cada variable a partir de la distribucién marginal empirica
de la muestra y luego al nuevo conjunto asi obtenido, se le induce la correlacién
conjunta deseada de los individuos seleccionados.
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Capitulo 4

Algoritmo de Estimacion de
Distribucion con Cépulas

En este capitulo se presenta una nuevo algoritmo de estimacién de distribu-
cién el cual emplea una cépula gaussiana (COPULEDA, por sus siglas) para
inducir la correlacion de las variables de la muestra hacia la nueva poblacién. La
nocion de copula fue introducida por primera vez por A. Sklar en 1959, aunque
la idea ya habia aparecido con anterioridad en algunos textos y con mayor no-
toriedad en el de Hoeffding (1940, 1941). Sklar acuné el término de cépula para
designar aquella funcién que relaciona la funciéon de probabilidad multidimen-
sional con sus funciones marginales de bajo orden. Esta funcién estd restringida
a [0,1]™ y sus marginales estdn en [0,1]. Como se verd en las siguientes sec-
ciones, Sklar mostré que si H es una funcién de distribuciéon con marginales
F(z) y G(y), entonces existe una cépula C tal que H(z,y) = C(F(z), G(y)).

Al principio, las cépulas fueron empleadas para el desarrollo de la teoria
de la métrica estadistica, posteriormente, las copulas se emplearon para definir
medidas de asociacién no paramétrica entre las variables y desde entonces se
utilizan para resolver una gran diversidad de problemas en la rama estadistica
matemdtica, actuarial, econémica y financiera, entre otras [14].

En primera instancia, se definird el término de cdpula y se presentaran sus
principales propiedades. Se hablard sobre las diferentes familias de cépulas y
sus caracteristicas relevantes. Ademads, se estableceran las equivalencias de las
medidas de asociaciéon de acuerdo con el tipo de cépula empleada y se ejem-
plificard la forma de realizar la simulaciéon de datos a partir de una cépula.
Luego de estas bases tedricas, se entrara de lleno en la explicacion de algoritmo
del COPULEDA para finalmente concluir con los puntos més sobresalientes del
capitulo.
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

Las cépulas son funciones de distribuciéon conjunta las cuales nos permiten
separar los efectos de las dependencias entre las variables de los efectos de sus
correspondientes distribuciones marginales. Debido a que las copulas son fun-
ciones de distribucién, comparten las mismas propiedades vistas en el capitulo
2. Ademas de éstas, definanse los siguientes conceptos importantes en la teoria
de cépulas:

Definicién 4.1 (Funcién de supervivencia). Sea (Y1,...,Y,) un con-
Junto de variables aleatorias y Fy, . v, (Y1,-..,Yn) Su correspondiente funcion
de distribucion conjunta, definase entonces

Fy, . v,(1,-yn) =p{Yi >y i=1,...,n}

como la funcion de superviviencia de Fy, v, (Y1,---,Yn)

Observe que, de acuerdo con la definicién 4.1, la funcién de supervivencia
de una funcién de distribucién es sencillamente el complemento de la funcién

de distribucién, esto es F(y1) = 1 — F(y1), F(y1,y2) = 1 — Fi(y1) — Fa(y2) +
Fl (yl)FQ(yg), etcétera.

Definicién 4.2 (Limites de Fréchet-Hoeffding). Sea (Y1,...,Y,) un
conjunto de variables aleatorias y Fy, .y, (Y1,...,yn) su correspondiente fun-
cion de distribucion conjunta cuyas marginales univariadas estdn representadas
por Fy, ..., F,, definanse entonces

Fr(y1,...,yn) = max ZFJ -n+1,0
j=1

Fu(yi,...,yn) =min[Fy, ..., F,]
como los limites inferior y superior de Fréchet-Hoeffding de Fy,, . v, (Y1,---,Yn)-

Como se ha dicho anteriormente, las funciones de distribucién univariadas
se encuentran acotadas por arriba en 1 y por abajo en 0, ahora bien, de acuerdo
con la definicion 4.2, se puede observar que una funcién de distribucién conjunta
se encuentra acotada segun los limites inferior y superior de Frechet-Hoeffding,
de tal forma que el minimo limite inferior es cero y el maximo limite superior
estd dado por el valor minimo de las funciones de distribuciéon marginales.

Ahora bien, considérese la siguiente definicion de cépula para el caso n-
dimensional:

Definicién 4.3 (Cépula). Una cépula n-dimensional es una funcion C' :
[0,1]™ — [0,1] la cual satisface:
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

1. C(1,...,1,am,1,...,1) = amm, para todo m < n y toda a, € [0,1].
2. Clay,...,an) =0 siay =0, para todo m < n.
3. C es n-creciente.

La definicién 4.3 es conocida como el teorema de Sklar y una implicacién
practica de dicho teorema es que de existir dos variables aleatorias X e Y
con funcién de distribucién conjunta H y funciones de distribucién marginales
F(z) = u1 y G(y) = us, respectivamente, existe una cépula C' que cumple:

H(z,y) = C(F(x),G(y)) (4.1)

para todo z,y € R. Ademaés, trabajando con 4.1 y suponiendo que F'y G son
continuas, se puede llegar a la siguiente serie de igualdades:

H(xz,y) =p{X <a,Y <y}
=p{X < F’l(ul),Y < Gil(UQ)}
= H(F~ (u1), G (ug2))

lo cual implica que:

C(F(2),G(y) = H(F~ (u1), G~ (u2)) (4.2)

y de acuerdo con el teorema de Sklar, ésta es la tinica solucién de 4.1. Si no se
cumple que F' y G son continuas, o bien si sélo una de ellas lo es, la cépula C
estarfa inicamente determinada en Rango(F') x Rango(G), esto significa que la
funcién de distribucién conjunta siempre podra ser expresada como 4.1, aunque
en este caso la cépula no serd unica [15].

Ya que las cépulas son funciones de distribucién multivariadas, los limites de
Frechet-Hoeffding también son véalidos para ellas. Se denotara por Cp, al limite
inferior de Frechet-Hoeffding de la cépula C' y con Cp su limite superior de
Fréchet-Hoeffding. Finalmente, el stmbolo C+ denota que las marginales de la
cépula C son independientes. Si una familia de cépulas incluye Cr, Cy y C* se
dice que es completa.

Algunas propiedades adicionales de las cépulas se enuncian enseguida para
el caso n = 2:

1. Las variables aleatorias Y7 y Y5 son independientes si y sélo si se cumple
C(Fi(y1), F2(y2)) = Fi(y1)Fa(y2).

2. Y7 es una funcién creciente de Y3 si y sélo si C(+) = Cy ().
3. Y7 es una funcién decreciente de Y3 si y sélo si C(-) = Cp(+).

4. Las cépulas poseen la propiedad de invariancia, lo cual significa que la
dependencia capturada por una cépula es invariante con respecto a trans-
formaciones crecientes y continuas de las distribuciones marginales.
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

Es facil demostrar la propiedad 1 si se considera independencia entre las
variables Y7, Y5 y se hace uso de la expresion 4.1. Obsérvese el proceso siguiente:

C(Fi(y1), Fa(y2)) = F(y1,92) teorema de Sklar
= Fy1(y1)F»(y2) por independencia

con lo cual se demuestra la propiedad 1. Una implicacién importante de la
propiedad 4 es que la estructura de dependencia de la funcién de distribucién
conjunta estd determinada por la la matriz de correlacién inherente a esa dis-
tribucién [16]. Algunos comentarios importantes sobre las propiedades restantes
pueden encontrarse en [17].

En el siguiente ejemplo se muestra la forma de calcular la copula asociada a
una funcion de distribucion conjunta dada empleando el teorema de Sklar.

Ejemplo 4.1. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, H(x,y) su co-
rrespondiente funcidn de distribucion conjunta y F(x) y G(y) sus funciones de
distribucion marginales. Establézcase:
z+1)(e¥—1
(::_Jr%(Tl)7 (%y) € [_17 1] X [0,00],
H(.’E,y) = 1_e_y7 (l‘vy) € (1700] X [07 OOL (43)

0, otro caso,

y sus marginales F(x) y G(y) como:

0, T < —1, 0 <0

) y b

F@) =@t D/2 rel-Ll, G<y>—{1_€_y -
1, x> 1, e

Para obtener la cdépula asociada a la funcién de distribucion H(xz,y) se
emplea la expresion 4.2 y las pseudoinversas de las funciones de distribucion
marginales. Estas pseudoinversas son equivalentes a las inversas de F(x) y
G(y) sdlo cuando x e y estin entre 0 y F(0) o G(0), respectivamente, con
lo cual, las pseudoinversas de F y G estin dadas por FI=1 (u) =2u—-1y
G- (v) = —In(1 —v), para u,v € T=1[0,1]. Ya que el Rango(F) = Rango(G)
y estos son iguales a I, la ecuacion 4.2 nos conduce a la cépula:

uv
Cluv) =

En la figura 4.1 se muestra la grifica de la distribucion conjunta H(z,y) con
(x,y) € [-1,1] x [0,2].

96



4.1. Copulas: definiciones y propiedades.
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Figura 4.1: Funcién de distribucién conjunta H (z,y)

4.1.1. Familias paramétricas de copulas

Generalicese la ecuacién 4.1 como sigue:

F(xy,...,x) = C(Fi(z1),..., Fp(z,); a) (4.4)

donde « representa el pardmetro de dependencia de la cépula, y mide la de-
pendencia entre las marginales. Este pardmetro o parametros de dependencia
estan fuertemente ligados con el tipo de cépula empleada. Existen diversas fa-
milias de cépulas que pertenecen asimismo a diversas categorias generales. Las
categorias mas frecuentemente utilizadas son las elipticas y las arquimedianas,
aunque también existen las copulas del valor extremo, las cépulas cuadraticas,
las Archimax [18], etcétera. A la categoria eliptica [19] pertenecen las familias
de cépulas Normal y Student, mientras que entre las arquimedianas se pueden
nombrar las cépulas de la familia Gumbel, Clayton, Frank, etcétera.

Existe diversas formas de generar una funcién de cépula, algunas técnicas
conocidas son el método de inversién, el método de Riischendorf, el método de
transformadas de Laplace y mezclas de potencias [11] [18], etcétera. El método
de inversion es aplicable a cépulas de distribuciones conocidas como en el caso
de la cépula Normal o la Student. Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2. Suponga que las variables aleatorias X1 y Xo son continuas y se
distribuyen de forma normal bivariada estdndar con una matriz de correlacion
lineal ¥ = [; ’1’} . Sea @, su correspondiente funcion de distribucion conjunta con
pardmetro de dependencia o = p y sea ¢ la funcion de distribucion acumulada
univariada estdndar. Observe que las funciones de distribucion marginales estan
relacionadas por una funcion de copula C unica, conocida como copula Normal,
que de acuerdo con el teorema de Sklar cumple:

Clu, ug; p) = (¢~ (1), ¢~ (u2)) (4.5)
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

A partir de la expresion 4.5 se puede calcular la funcion de densidad de la
copula C(uy,ug; p) denotada por c(ui,ug; p) mediante:

~02C(u1, u2; p)

c(uy, ug; p) = D000,
_ 0P, (¢ (wr), 07 (u2)] 9 (wa) 9P (ua)
o Ouq0usg Ouy Ouy

Realizando los cdlculos, tenemos:

N S O [  (u))® + [0~ " (u2)]* — 2p9~ " (1)~ " (us)
C(’Lbl,’LLQ,P) - ﬂ p{ 2(1 — p2) }

e 6 (w))? + 67 () | (o)

2

Note que un caso especial de la cépula Normal se obtiene si se sustituye
p = 0 en la expresion 4.5, con lo cual C*(uy,us;p) = ujus, que es conocida
como copula producto o copula independiente y denota independencia entre
las variables. Es importante hacer notar ciertas propiedades especiales de las
copulas Normales. Una de ellas es que la cépula normal bivariada denotada
por 4.5 tiene extensién al caso multivariado y se extiende también para el caso
de dependencias negativas. Ademads, toma el valor Cyy cuando el pardametro de
dependencia p = 1, C+ cuando p = 0 y C, cuando p = —1. Esto significa, como
se habia indicado antes, que la familia Normal es completa. En la figura 4.2 se
muestran las curvas de nivel de la funcién de densidad de la cépula Normal
expresada en 4.6.

Figura 4.2: Curvas de nivel de la funcién de densidad de una cépula Normal con
parametro o = 0.75 y marginales normales.
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

La técnica de las transformadas de Laplace y mezclas de potencias de fun-
ciones de distribucién univariadas o de funciones de supervivencia es ttil para
generar funciones de distribuciéon multivariadas y con ello, cépulas. Observe el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3. Sea M la funcion de distribucion univariada de una variable
aleatoria no negativa (esto es que M(0) = 0) y ¢ su correspondiente transfor-
mada de Laplace, esto es:

o(s) = /Oij e dM(w), s>0.

Para una funcion de distribucion univariada arbitraria F', eziste una dnica
funcion de distribucion acumulada G tal que:

F(z) = /000 G“(z)dM (a) = o(—log G(x)). (4.7

Reescribiendo 4.7 se conduce a G = exp{—¢~Y(F)}. Ahora bien, considere
la clase bivariada formada por Fi, Fs y sea G; = exp{—¢ ' (F})} con j =1,2.
Entonces, la siguiente es la funcion de distribucion acumulada bivariada con
Fi, F5 como sus marginales:

/Ooo GYGsdM () = p(—log G1 —log G2) = p(¢ ' (F1) + ¢ ' (F2)).  (4.8)

La cépula que se obtiene a partir de 4.8, se logra sustituyendo los valores
U(0,1) en las correspondientes funciones de distribucidn univariadas Fy, F3,
como sigue:

Co(ur,uz) = (o™ (u1) + ¢ (u2)). (4.9)

La expresion 4.9 es la forma sencilla de un copula arquimediana.

En el ejemplo anterior se introduce una clasificacion de cépulas conocidas
como copulas arquimedianas las cuales se expresan de forma general mediante
4.9 y las cuales deben su nombre al axioma arquimediano de los nimeros reales
positivos [20].

Como se indicé6 en ejemplo 4.3, M corresponde a la funcién de distribucién
acumulada de una variable aleatoria no negativa y ¢ por definicién, tiene la
propiedad de ser continua y estrictamente decreciente. Asimismo, como ¢(0) =
1, entonces ¢~ 1(0) = 00 y (1) = 0.

Todos estos elementos nos pueden llevar a una forma mas comin de definir
a la cépula arquimediana, indicada por la ecuacién 4.10:

Cy(ur,uz) = (@ (ur) + ¥(ug)) (4.10)
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

en la cual ¢ : [0,1] — R™ es una funcién decreciente, continua y convexa, tal
que (1) =0y =1 es la pseudoinversa de 1 definida como:

L JUTHE), 0<t<(0),
vn= {07 $(0) <t < . (4.11)

Si ¥(0) = oo, como en el caso del ejemplo anterior, entonces Pl =91y
se dice que ¥ es estricto.

Pese a que tanto 4.9 como 4.10 son equivalentes al emplear ¥(-) = ¢~ 1(),
YN = ()71 = (+), la expresién 4.10 es mas frecuente hallarla en la lite-
ratura y su empleo en este trabajo permite unificar los valores de .

En las cépulas arquimedianas, ¢ se conoce como el generador de la cépu-
la y define una gran variedad de familias arquimedianas. Algunos ejemplos de
familias de copulas arquimedianas y sus generadores se muestran a continuacion:

1. Familia Clayton. Esta familia es construida a partir del generador 1 (t) =
t~*—1 con o > 0. Esta familia se caracteriza porque conforme el parametro
« tiende a infinito, la dependencia entre las variables se maximiza y con-
forme tiende a uno, el par (U, V) se independiza. Ademds, puede realizarse
la extensién para que esta familia tenga dependencias negativas emplean-
do el generador () =1 —t'"%con 0 < a < 1.

2. Familia Frank. En este caso, el generador es 9(t) = In %, con 0 >
a > 1. En esta familia, la dependencia se hace maxima cuando « tiende
a cero y la independencia se alcanza cuando o = 1. Al igual que en la
familia Clayton, es posible extender esta familia al caso de dependencias

negativas cuando o > 1.

3. Familia Gumbel. Para obtener esta familia el generador es como sigue:
P(t) = (—log(t))*}, con a > 1. Conforme el valor de a tiende a infinito,
la dependencia se hace méaxima, mientras que cuando tiende a cero el par
(U, V) se hace independiente. Para esta familia, no existe la extensién al
caso de dependencias negativas.

4. Cépula Independiente. Su generador es ¢(t) = —In(t) y se encuentra
definida como antes: C(u,v) = uv.

En las figuras 4.3 a 4.5 se muestras las curvas de nivel de las funciones de
densidad de algunas de las familias arquimedianas mas comunes.
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4.1. Copulas: definiciones y propiedades.

-2
I

-3
I

Figura 4.3: Curvas de nivel de la fun- Figura 4.4: Curvas de nivel de la fun-
cién de densidad de la familia Clayton ciéon de densidad de la familia Frank
con parametro a = 2 y marginales nor- con parametro o = 5.736 y marginales
males. normales.

Es importante hacer notar que las cépulas arquimedianas con dimensién
mayor o igual a tres s6lo permite asociaciones positivas. Las asociaciones nega-
tivas son permitidas en en el caso bivariado, pero en sélo algunas de ellas, como
se describié anteriormente.

Figura 4.5: Curvas de nivel de la funcién de densidad de la familia Gumbel con
parametro a = 2 y marginales normales.
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4.2. Medidas de asociacion

En el capitulo anterior se hablé sobre algunas medidas de asociacién em-
pleadas para el caso de dependencias lineales y no lineales. Establezcamos las
propiedades que debe cumplir una medida de asociacion:

1. La medida debe estar normalizada para que tome valores entre -1 y +1.
2. Debe ser invariante a escalamientos.
3. Debe tomar el valor de cero si los datos medidos son independientes.

4. Debe crecer conforme la dependencia aumenta y disminuir cuando la de-
pendencia entre los datos disminuye.

Observe que aunque las propiedades 1, 2 y 4 se cumplen para el coeficiente de
correlacién de Pearson p, ya se ha hablado sobre los inconvenientes de esta me-
dida de asociacion respecto a la propiedad 3 cuando se involucran relaciones no
lineales entre las variables. Es por ello que este trabajo se enfoca en dos medidas
de asociacién no lineales, las cuales cumplen con las cuatro propiedades men-
cionadas arriba y ademas cuentan con algunas caracteristicas que se enunciaran
enseguida. A continuacién, se hablara sobre las medidas ps y 7 en términos de
copulas.

4.2.1. Coeficiente de correlacién por rangos de Kendall

Como se habia mencionado antes, la medida de asociacién de Kendall se
puede definir como la diferencia entre las probabilidades de dos variables alea-
torias concordantes y las probabilidades de dos variables aleatorias discordantes.
Debido a la propiedad de invarianza ante transformaciones estrictamente cre-
cientes, es posible expresar esta medida de asociacién en términos de cépulas de
la forma siguiente:

H(X,Y) =4 /0 /0 ', 0)dC(u, v) — 1 (4.12)

donde C(u,v) es la cépula asociada a (X,Y). Una demostracién de la validez
de esta expresion puede encontrarse en [20]. Es facil ver que esta medida de
asociacion cumple con las propiedades descritas anteriormente y que:

T=-1 siysélosi C=Cy (4.13a)
=0 siysélosi C=C* (4.13b)
T=1 si y s6lo si C' = Cy (4.13c)

Observe que la integral que aprece en la expresion 4.12; se puede interpretar
como el valor esperado de la funcién C(u,v), esto es:
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4.2. Medidas de asociacién

7(X,Y) = 4E(C(u,v)) — 1. (4.14)

De aqui es facil ver la relacion que existe entre la cépula asociada al par X, Y
yla 7(X,Y). Note que de un conjunto de datos es posible obtener el coeficiente
de correlacién por rangos de Kendall y de esta forma conocer la relacién entre
ellos; por otro lado, de conocer la cépula asociada a este par, también es posible
conocer la relacién entre los datos (medida de asociacién), lo cual indica que en
efecto, la funcién de cépula asociada al par X,Y posee de forma implicita las
relaciones entre estas variables.

4.2.2. Coeficiente de correlacion por rangos de Spearman

Este coeficiente de correlacién puede definirse también en términos de con-
cordancia y discordancia como se hace para la medida de asociacién de Kendall.
Para obtener la definicién poblacional de esta medida, sean (X1,Y7), (X2, Y2) v
(X3,Y3) tres vectores aleatorios independientes y C' la correspondiente cépula
asociada. Entonces la version poblacional de la ps es proporcional a la probabi-
lidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia de los dos vectores
(X1,Y7) y (Xo,Y3), lo cual significa que un par de vectores poseen las mismas
marginales, pero uno de ellos tiene una distribucién conjunta mientras que las
componentes del otro son independientes:

ps = 3(p[(X1 — X2)(Y1 = ¥3) > 0] — p[(X1 — X)(Y1 = ¥3) > 0])  (4.15)

El 3 que aparece en la expresién 4.15 es una constante de normalizaciéon que
permite —1 < pg < 1, vea [20].

Al igual que el coeficiente de correlaciéon de Kendall, la ps de Spearman
cumple con 4.13a a 4.13c. Redefinase, entonces ps en términos de cépulas como:

ps(X,Y) = 12/0 /0 {C(u,v) — uv}dudv (4.16)

donde C'(u,v) es la cépula asociada al par X, Y. Obsérvese la ecuacion 4.16. Esta
expresion representa la diferencia entre el valor de una probabilidad conjunta
C(u,v) y el resultado de una conjunta independiente C'(u,v) = uv. Este hecho
permite identificar a ps como el promedio de la distancia entre las distribuciones
X e Y y la independencia II.

Ademas de estas expresiones, el coeficiente de correlacién de Spearman puede
ser visto como el coeficiente de correlacién lineal entre dos variables aleatorias
uniformes U = Fx(z) y V = Fy (y), esto es:

ps(X,Y) = p(Fx (), Fy (y)), (4.17)

siempre que X e Y sean continuas.
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4.2. Medidas de asociacién

4.2.3. Relaciones entre p; y 7 de Kendall

Pese a que pg y 7 son ambas medidas de asociacién que pueden ser definidas
en términos de concordancia y discordancia, los valores de éstas son diferentes,
de hecho, las relaciones entre ambas varfa de familia a familia. Daniels [24]
di6 una desigualdad universal que se cumple para estas medidas:

—1<31—-2ps<1 (4.18)

cuya demostracién puede encontrarse en [25]. Ademds de esta desigualdad,
Durbin y Stuart [23] mostraron que las relaciones entre el coeficiente de cor-
relacién de Spearman y la 7 de Kendall estaban dadas por las siguientes expre-
siones:

3r—1 1427 —72

T2 §p5§¥ para 7 >0 (4.19)
24927 —-1 1+3
HTTgpsg +2T para 7 < 0. (4.20)

Un bosquejo del comportamiento de estas medidas de asociacién en variables
aleatorias continuas se muestra en la figura 4.6. Esta imagen indica que para
cualquier par de variables aleatorias continuas X,Y’, la versién poblacional de
la 7 de Kendall y de la p de Spearman deben encontrarse en cualquier parte de
la zona sombreada conocida como la regién 7 — p.

p

1

-1

Figura 4.6: Comportamiento de ps y T para variables aleatorias continuas.

Ademis de estas relaciones entre los coeficientes de correlacién, es posible
especificar otras relaciones entre pg, 7 y el pardmetro de dependencia a para
algunas de las cépulas mas populares. En el cuadro 4.1 se resumen las carac-
teristicas de los parametros de dependencia y su relacién en términos de las
medidas de asociaciéon ps y T.

Para ver otras equivalencias entre los pardametros de dependencia de diversas

familias de copulas bivariadas y las medidas de asociacién ps y 7 se puede revisar
[11],[20).
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4.2. Medidas de asociacién

Cépula | Dominio de « T Ps
Producto N.A. 0 0
Gaussiana —-1<a<1 2 sen” ! (a) S sen (%)

Clayton a>0 ) *

Frank a€(—00,00) | 1—=2[1—Di(a)] | 1 —2[Di(r) — Da(v)]
FGM -1<a<1 2o e

Cuadro 4.1: Algunas familias de cépulas comunes y las relaciones entre a, ps y 7.

R,
Nota: La Dy (k) representa la funcién k/z* o efildt, k = 1,2 y FGM representa la
cépula Farlie-Gumbel-Morgenstern. El simbolo * indica que la funcién es complicada [17],[22].
Para mas detalle véase el apéndice A.

4.2.4. Rango de las medidas de asociacién

En el cuadro 4.2 se muestran los rangos de las medidas ps y 7 para diversas
familias de cépulas.

Familia | Rango de = | Rango de ps
FGM —5<7<5 | —5<ps<3
Gaussiana -1<7r<1 —1<ps<1
Clayton 0<r<1 0<ps<1
Frank -1<7<1 —1<ps<1

Cuadro 4.2: Rangos de 7 y ps de las diversas familias de cépulas.

Observe que en este caso no todos los valores de T y pg asociadas a las fami-
lias de cépulas del cuadro 4.2 cumplen con la primera propiedad, es decir, que no
tienen valores entre -1 y +1, como es el caso de la familia FGM (Farlie-Gumbel-
Morgenstern), cuyos valores estdn acotados entre [—%, %] Esta caracteristica
indica un rango limitado de dependencia en la familia en cuestiéon que restringe
su capacidad para modelar. Ademas, en el caso de la familia Clayton, la medida
de asociacién toma tinicamente valores positivos!, lo cual indica su incapacidad
para identificar dependencias negativas. Por otro lado, la familia Frank provee
una fuerte asociacién entre las variables ya que es una familia completa [26].

En las figuras 4.7 a 4.10 se muestra el comportamiento de la 7 de Kendall

para diversos valores del pardmetro « en algunas de las familias de cépulas més
comunes.

11a familia Clayton es completa, sin embargo, los valores especificados en el cuadro 4.1
para los valores del parametro de dependencia la hacen estricta y con ello, inclompleta.
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1
0.2
0.1 0.5
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1 °
0.1 -0.5
0.2 -1
Figura 4.7: Comportamiento de 7 con Figura 4.8: Comportamiento de 7 con
a € [—1,1] en la familia FGM. a € [—1,1] en la familia Normal.
lt 1t
0.8
0.5
0.6
0.4 50 100"
0.2
20 40 60 80 100"
Figura 4.9: Comportamiento de 7 con Figura 4.10: Comportamiento de 7
a € [0,100] en la familia Clayton. con o € [—100,100] en la familia Frank.

4.3. Construccién del modelo de probabilidad
usando cépulas

Como se ha visto en las secciones anteriores, las propiedades de las diversas
familias de copulas pueden hacerlas ideales para el modelado de distribuciones o
para la simulacién de datos con una distribucién especifica. Existen dos técnicas
principales para la simulaciéon de datos a partir de copulas. Una de ellas es el
método de simulacion condicional y la otra es la técnica de simulacion eliptica.

4.3.1. Simulacion condicional

Esta técnica puede ser aplicada a una gran cantidad de cépulas y es comtn
emplearla en cépulas con expresion cerrada como las arquimedianas. En la
practica, el proceso de simulacién condicional para dos variables consiste en
lo siguiente:

Dado un conjunto de datos incial P

Paso 1. Calcule 7 0 ps de P y obtenga el parametro de dependencia « de la
copula a emplear.

Paso 2. Genere dos valores uniformes (v, v2) de forma aleatoria.
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4.3. Construccién del modelo de probabilidad usando cépulas

Paso 3. Iguale el primer valor uniforme que se evaluardn en la funcién de
distribucién acumulada con el primer valor generado de forma aleatoria
(ug = vy).

Paso 4. Obtenga el segundo valor uniforme de manera condicional derivan-
do parcialmente la expresion de la cépula empleada con respecto a u; e
igualandola a vs.

Paso 5. Evaluar u; y us en las funciones de distribuciéon acumulada marginales
para obtener las nuevas observaciones x e y.

En el siguiente ejemplo se muestra la forma de obtener dos nuevas observa-
ciones a partir de un conjunto de datos dado empleando la simulacién condi-
cional:

Ejemplo 4.4. Considere el siguiente conjunto de datos de entrada:

X Y

3.0 4.0
5.0 | 12.0
-1.0 1.0
1.5 1.3
3.5 | -7.0
4.5 | -4.0

Si se desean obtener dos nuevas observaciones Xi™' y Y de dicho conjun-
to empleando una copula arquimediana de la familia Clayton, se siguen los pasos
del procedimiento anterior para simularlos de forma condicional. El primer paso
consiste en calcular alguna de las medidas de asociacion T o ps. En este caso,
se calculard el valor T de Kendall por simplicidad, el cual es 7=0.2.

De acuerdo con el cuadro 4.1, T se encuentra expresado en términos del
parametro de dependencia de la copula Clayton por T = 0%2 y haciendo 7=0.2
se obtiene o =0.5.

Enseguida, se generan dos valores uniformes v1=0.176 y vo=0.683 de forma
aleatoria y se tguala el primer valor uwy =v1 =0.176, lo cual comprende el sequndo
paso del procedimiento. La forma de Cy(u1,u2) en esta familia estd dada por:

Calur,uz) = (uy® +uy® = 1)1/,
la cual se deriva parcialmente con respecto a uy y se iguala con vs. Despejando
ug de esta expresion se llega a:

ug = (vy vy /T 1) 4 1)V

FEvaluando los valores de vi y vo en la expresion anterior se obtiene us =0.895.
Finalmente, para obtener los nuevos datos se evaltian uy y us en las funciones de
distribucion marginales empiricas del conjunto dado y se llega a los dos nuevos
valores X1 =0.202 y Y} =11.701.
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4.3. Construccién del modelo de probabilidad usando cépulas

El ejemplo describe la forma de obtener dos nuevas observaciones a partir
de un conjunto de datos, empleando la simulacién condicional y la cépula de
Clayton. Para la regeneracién de todo el conjunto inicial se debe repetir el pro-
ceso un numero N de veces.

4.3.2. Simulacion eliptica

Otra técnica para la simulacion de datos es el método de simulacion eliptica
el cual es semejante a los métodos empleados para obtener observaciones a partir
de distribuciones elipticas como la Normal y la T. Dicha técnica se fundamente
en el siguiente teorema:

Teorema 1 (De la cépula Gaussiana). Sea Z un vector de variables dis-
tribuidas de forma mormal, H(-) su correspondiente funcidn de distribucion
conjunta y ®(-) la funcidn de distribucion acumulada estandar normal. Para
cualquier conjunto de funciones de distribucion marginales Fy, ..., Fy,, las va-
riables

X1 = FUO(Z)], - X = Fy [0(Z)]

tienen una funcion de distribucion conjunta acumulada

Fx,  x, (1, 2) = H{® HF(21)], ..., @ [Fu(zn)]})-
Entonces, en las variables (X1,...,X,), se cumple:

’T(XZ',XJ') = ’T(Zi, ZJ)
ps(Xi, Xj) = ps(Zi, Z;)

Este teorema indica que el posible obtener un conjunto de datos que se rela-
cionen de la misma forma que un conjunto de datos de entrada siempre que
éstos puedan ser representados por una cépula Normal y que cumplan con las
carcatersticas arriba mencionadas. Con lo cual da la pauta para establecer un
sencillo procedimiento de simulacién de datos [22]:

Suponga que el vector aleatorio (Xi,...,X,) tiene una distribucién normal
mutlivariada con marginales normales Fx,, -, Fx_  ~ N(0,1) y una matriz de
covarianzas positiva:

1 pi2 - pin
pa1 1 - poy
3 =
Pnl Pn2 ot 1

donde p;; = pj; es el coeficiente de correlacién entre X; y X;. De forma equiva-
lente a la técnica empleada en el capitulo anterior, se puede obtener una matriz
triangular inferior B tal que ¥ = BB’, y mediante la misma técnica alli descrita
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4.3. Construccién del modelo de probabilidad usando cépulas

se logra obtener un conjunto de datos con cierta correlacién deseada. Ahora bien,
suponga que se desea obtener un conjunto de datos a partir de la cépula asocia-
da al vector aleatorio dado (X1,...,X,) y de un coeficiente de correlacién por
rangos 7;; = 7(X;, X;) o bien ps(X;, X;). Considere el siguiente procedimiento
de simulacién de Monte Carlo:

Paso 1. Convierta el coeficiente de correlacién por rangos dado al coeficiente
de correlacién de Pearson mediante las equivalencias:

pij = sen (g ij) (4.21)
= 2sen [%pS(XhXj)} . (4.22)

y construya la matriz triangular inferior B = (b;;) mediante la ecuacién:

Paso 2. Genere un vector columna de variables aleatorias normales indepen-
dientes Y = (Y1,...,Y,).

Paso 3. Tome la matriz productode By Y : Z = (Z1,...,Z,)" = BY. Obten-
ga datos uniformes transformados como U; = ®(Z;), con ® como la CDF
normal estandar y parai=1,...,n.

Paso 4. Haga X/ = Fgl(ul) parai=1,...,n.

con X'+ como el nuevo vector distribuido de forma semejante al vector inicial

X.

En el siguiente ejemplo se muestra la forma de aplicar el procedimiento an-
terior para capturar una distribuciéon conjunta dada y simular datos a partir
de ésta. De igual manera, se emplea la técnica del NOPREDA y de las nor-
males independientes para simular nuevos datos a partir de las distribuciones
marginales. En cada caso, los resultados son graficados y comparados con la dis-
tribucién conjunta original para verificar qué tan efectiva es cada técnica para
aproximar una distribuciéon dada.

Ejemplo 4.5. Refiérase al ejemplo 4.1 para datos relacionados con el problema.
Para obtener la aproximacion de la distribucion conjunta H(x,y) emplean-
do cdpulas, se generan dos vectores aleatorios u,v con u € [0,1] (ya que x €
[-1,1]), yv € [0,1 —e7?] (ya que y € [0,2]). Posteriormente se generan los
vectores FI=1(u) = 2u—1 y G171 (v) = —In(1—v) que conformardn la matriz de
entrada C. Esta matriz contiene en cada columna una funcion de distribucion
marginal cada una de las cuales se pueden asociar a su correspondiente funcion
de distribucion conjunta mediante una copula que realice la correspondencia.
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4.3. Construccién del modelo de probabilidad usando cépulas

Note que de las expresiones 4.16 y 4.12 se puede ver que para identificar
la cdpula asociada al par (X,Y) se pueden emplear las medidas de asociacion
7 de Kendall o ps de Spearman, las cuales contendrdn de forma implicita la
asociacion entre las variables que la copula le provee.

Ast pues, se calcula T 0 ps de la matriz de entrada C, y se realiza la con-
version al coeficiente de correlacion p empleando las expresiones indicadas en
el paso 1, (4.21 ¢ 4.22). A partir de este coeficiente, se generan dos nuevos vec-
tores aleatorios que se distribuyen de forma normal multivariada (con matriz de
covarianzas ¥ integrada por los coeficientes p;; calculados en el paso anterior),
haciendo uso de la matriz triangular inferior B que cumple ¥ = BB’. Los pasos
1, 2 y 8 describen este proceso. Posteriormente, se obtienen dos vectores uni-
formes de la evaluacion de una funcion de distribucion normal conjunta en los
dos vectores obtenidos en los pasos anteriores.

Para generar los nuevos vectores distribuidos como H(x,y), se evaldan las
funciones de distribucion marginales inversas, en los datos uniformes. Este pro-
ceso, similar para el NOPREDA descrito en el capitulo anterior, se realiza me-
diante una interpolacion de los datos de cada uno de los vectores de distribucion
marginal F(z) y G(y).

En la figura 4.11 se muestra la funcion de distribucion conjunta H(z,y)
obtenida de sustituir los nuevos datos en la funcion 4.3 empleando 500 datos en
cada dimension.

Figura 4.11: Funcién de distribucién conjunta H(x,y) obtenida mediante una cépula
normal.

Al comparar la figura 4.1 con 4.11 se puede observar que este procedimiento
logra capturar casi a la perfeccion la distribucién de un conjunto de datos que
no necesariamente se encuentran distribuidos de forma normal.

En comparacién, un proceso similar a éste se puede efectuar con normales
independientes y con la técnica del NOPREDA vista en el capitulo anterior para
capturar la correlacion entre los datos de entrada. En las figuras 4.12 y 4.13 se
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pueden apreciar los resultados obtenidos.

7
_ e
7
L]
s
211
e
T
’.’lt",".".'"llll

Figura 4.12: Funcién de distribucién Figura 4.13: Funcién de distribucién
conjunta H(x,y) obtenida mediante conjunta H(z,y) obtenida mediante la
normales independientes. técnica del NOPREDA.

Como se puede apreciar, en ambos casos las distribucién se aproxima a la
original, sin embargo, en el caso de la aproximacion mediante normales inde-
pendientes el parecido es menor que en el caso del NOPREDA o en el de la
copula normal. En el siguiente ejemplo se muestra que en efecto, la dependencia
entre las variables estd pobremente representada mediante la normales indepen-
dientes, a diferencia del NOPREDA o mediante cépulas.

Ejemplo 4.6. Para mostrar experimentalmente la eficacia de los métodos de
simulacion presentados en el ejemplo anterior, se realizard la siguiente prueba:
primeramente se genera un conjunto de datos con cierta distribucion y se le
calcula su matriz de correlacion, ensequida se simulardn datos a partir de dicha
matriz de correlacion utilizando la técnica del NOPREDA, con una cdpula nor-
mal y con normales independientes; finalmente se obtendrdn las matrices de
correlacion de los datos de todas estas técnicas y se comparardn con la matriz
original. Si estos métodos capturan de manera satisfactoria las dependencias del
conjunto inicial, entonces se obtendrd una matriz de correlacion semejante a la
original.

Con lo cual, para probar la hipdtesis, se genera un conjunto de datos aleato-
rios normalmente distribuidos con vector de medias p = (0,0) y matriz de co-
varianzas X = (0?7 0[7). Posteriormente, se calcula su coeficiente de correlacion
p1- En seqgunda instancia, a partir de esta correlacion conocida, se simulan datos
empleando la técnica del NOPREDA vista en el capitulo anterior y de los datos
ast obtenidos se calcula el coeficiente de correlacion py. Luego, mediante nor-

males independientes, se obtiene una nueva poblacion de datos.

Recuerde que la técnica de las normales independientes supone que cada ins-
tancia it del vector columna j de la matriz de entrada C puede regenerarse como
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4.3. Construccién del modelo de probabilidad usando cépulas

Cf;rl = pj + 032-2 donde 1 es la media de la j-ésima columa de C, 032- es la va-
rianza de la j-ésima clumna de C' y z es un numero aleatorio con distribucion
normal (0,1).

A los datos obtenidos con normales independientes se les calcula su coe-
ficiente de correlacion ps. Finalmente, empleando cdpulas normales, como se
describio en el ejemplo anterior, se regenera la poblacion y su matriz de corre-
laciones py se compara con las matrices anteriores.

(10000 0.7913 (10000 0.7145
=N o.as13 1.0000) 7~ \or145 1.0000

(1.0000 0.0044 (10000 0.7407
P5=\o.0044 1.0000) ™~ \o.mor 1.0000

Observe que la correlacion entre los datos regenerados mediante el NOPRE-
DA o mediante cépulas se aproxima muy bien a la matriz de correlaciones ori-
ginal. El caso de las normales independientes, sin embargo, se muestra muy
alejado de los valores deseables. En las figuras 4.14 a 4.17 se ha graficado la
primera columna de C'T1 contra la seqgunda columna de la misma matriz para
cada uno de los casos antes descritos.

Figura 4.14: Grafica C} contra C} de Figura 4.15: Gréafica CT™" contra C3*
los datos originales. de los datos simulados con NOPREDA.

Observe en la figura 4.16 los datos simulados mediante normales indepen-
dientes. Como era de esperarse las relaciones entre ambos vectores es pobre y la
grafica resultante indica independencia entre las nuevas columnas, caracteristica
indeseable para una técnica de modelacion. Por otro lado, el NOPREDA vy las
copulas muestran una gran semejanza con los datos originales.

Como se ha observado en los ejemplos anteriores, la técnica de las coépulas
permite capturar las dependencias de los datos originales para generar una nueva
poblacién con esta distribucion. Esta es precisamente la base del algoritmo de
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Figura 4.16: Gréfica C;™" contra C5™" Figura 4.17: Gréfica CT™' contra C4!
de los datos simulados mediante nor- de los datos simulados con una cépula
males independientes. normal.

estimacién de distribucién con cépulas, misma que se muestra y se detalla en la
seccion siguiente.

4.4. Algoritmo de Estimacién de Distribucién
con Cépulas: COPULEDA

El estudio de las copulas para la simulacion de datos con cierta distribucion
ha abierto la posibilidad de emplear dicha herramienta en los algoritmos de
estimacién de distribucién para inducir la correlaciéon de los datos de la muestra
hacia la nueva generacién. Esta es la idea principal del COPULEDA, algoritmo
que se indica en el algoritmo 4 y se enuncia con detenimiento a continuacién.

Algoritmo 4 COPULEDA

1: t=0
2: Generar N individuos de forma aleatoria y guardarlos en P(t).
3: while no se cumpla la condicién de paro do
4:  Evaluar los individuos de P(t). Seleccionar M < N y colocarlos en S.
5. Calcular 7 o ps de S, convertirlo a p empleando 4.21 6 4.22 y guardarlo
en X.
6:  Generar N x n valores Z distribuidos N (0, X)..
7. for j =1 hasta n do
8: for i =1 hasta NV do
9: Obtener los valores uniformes transformados u; ; = ®(z; ;).
10: Generar P(t+1);,;, = F)}Jl (u4,5) con Fx, como la funcién de distribu-
cién acumulada empirica de la variable j.
11: end for
12 end for
13:  t=t+1

14: end while
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El algoritmo de estimacion de distribuciéon con cépulas se describe en el
algoritmo 4 y los 5 primeros pasos coinciden con el NOPREDA. En el paso
5 comienza el proceso de simulacién eliptica descrito en la secciéon anterior y
consta del cdlculo de la medida de asociaciéon 7 o ps de la muestra S. Esta
medida posee las caracteristicas grupales de la muestra y es convertida a su
correspondiente valor de correlacion p para ser empleada en la copula gaussiana
y con ella en el proceso de simulacién tipo Monte Carlo.

Es importante hacer notar aqui que las equivalencias entre las medidas de
asociacién y el coeficiente de correlacién no fueron implementadas para las prue-
bas del COPULEDA, sino que se dej6 la aproximacién con 7 o ps debido a la
facilidad con la que la matriz de muestra se volvia singular en poblaciones
pequenas.

La generacién de datos multivariados a partir de una matriz de correlaciéon
dada, ha sido explicada con anterioridad en las secciones 3.2 y 4.3. Ambas
técnicas describen un proceso en el que se multiplica una matriz triangular
inferior (que puede resultar del proceso de factorizacién de Cholesky) por una
matriz de vectores aleatorios, lo mas decorrelacionados posible. En el caso del
NOPREDA, esta matriz resultante dispone el orden de una nueva matriz de
valores, los cuales se desean asociar de manera semejante a los datos de la
muestra. En este caso, estos datos que ya poseen la correlacién deseada, sirven
como seleccionadores de los datos uniformes a partir de los cuales se hara el
remuestreo. Esto se realiza evaluando en la funcién de distribucién estandar los
valores aleatorios generados en el paso anterior, observe la figura 4.18.

Figura 4.18: Obtencién de los datos uniformes a partir de la distribucién acumulada
estandar.

Pese a que no la funcién de distribuciéon acumulada estdndar no se puede
expresar de forma cerrada, existen diversas formas de realizar algunas aproxi-
maciones para valores dados de la variable aleatoria. Para més detalles, revise
[27].

Los datos uniformes asi obtenidos estaran correlacionados de acuerdo con
los datos de la muestra y ya pueden emplearse para generar la nueva poblacion.

74



4.5. Ajuste de la varianza

El proceso de regeneracién es igual que en el algoritmo del NOPREDA, pero en
este caso ya no se requiere realizar reindexacion alguna y es aqui donde finaliza
una generaciéon del COPULEDA.

En el siguiente ejemplo se muestra el resultado de aplicar el procedimiento
del COPULEDA para la regeneracién de una poblacién inicial dada.

Ejemplo 4.7. Si la poblacidn inicial es como se muestra en la figura 3.4 y se
aplica el procedimiento del COPULEDA para la regeneracion de los individuos,
se obtiene el resultado que aparece en la figura 4.19.

Figura 4.19: Poblacién regenerada mediante COPULEDA ps = -0.3100

Como se puede apreciar, el resultado es semejante al obtenido por NOPRE-
DA sobre la misma poblacion inicial. Al igual que en este caso, el coeficiente
de correlacion por rangos se aprozima de buena manera al coeficiente inicial de
ps = -0.3143.

4.5. Ajuste de la varianza

Uno de los principales problemas de los algoritmos de estimacién de dis-
tribucién es la gran velocidad de convergencia que ocasiona que muchos de los
problemas de optimizacién se queden estancados en minimos locales. El ajuste
de la varianza es un tema que ha sido estudiando e implementado en este tipo
de algoritmos para tratar de evitar la convergencia prematura asi como los
minimos locales [28]. En estos algoritmos, el ajuste de la varianza se reduce al
producto de la matriz de covarianzas por un factor de escalamiento que permite
abrir o cerrar los valores de cada variable en un valor fijo, de acuerdo con cierto
pardmetro indicativo. Este pardmetro, basado en relaciones entre los valores de
las variables y la funcién de aptitud, marca la pauta para el ajuste de la varianza
y se efectiia repetidamente en todo el proceso del algoritmo hasta cumplir con
el critero de paro.
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4.5. Ajuste de la varianza

En el caso del NOPREDA y el COPULEDA, la tendencia a aproximar la
distribucién de la cual provienen los datos ocasiona un aumento considerable
en la velocidad de convergencia que es posible frenar mediante un ajuste de
varianza similar al comentado para otros algoritmos.

En la figura 4.20 se muestra el efecto del aumento o disminucién de la va-
rianza en la funcién de densidad de una variable X determinada, distribuida de
forma gaussiana. Observe que en estos casos, la media de los datos se mantiene
constante en cero y no se pierde la distribucién original. Estas caracteristicas son
deseables en cualquier técnica de ajuste de varianza, ya que en toda busqueda
aleatoria es primordial no perder del todo al mejor individuo de la poblacién y
explorar con cierta libertad en sus prometedoras cercanias.

0

Figura 4.20: Ajuste de la varianza en la densidad de la variable aleatoria X.

La forma de ajustar la varianza que se propone en el presente trabajo, de
igual forma, intenta mantener constante la media de los datos asi como la dis-
tribucién original de la muestra. A manera de ilustracion, suponga, que los datos
de una de las variables de la muestra se encuentran colapsados en un minimo
local y debido a las caracteristicas de regeneracién de los algoritmos descritos
en el presente capitulo y en el anterior, es casi imposible obtener nuevas instan-
cias que diversifiquen la poblacién. Con esto, es deseable que exista una técnica
cuya finalidad sea separar los valores de su centro de masa, con cierta holgura
y reinicie la blisqueda en un ambiente mas propicio.

La técnica empleada consta de reajustar los valores de la variable aleatoria
en cuestién a partir de un factor de escalamiento cuyo valor cambia de acuerdo
con el nimero de datos en la poblacion y la media de la variable aleatoria.

4.5.1. Transformacién lineal

Primero, considérese el caso simple en el que el factor de escalamiento es
constante. Sea entonces
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4.5. Ajuste de la varianza

et = (al; — p))VF + (4.23)

la relacién de ajuste de varianza, donde z; ; es el i—ésimo valor que toma la
variable aleatoria j, p; es la media de la j—ésima variable y F' es el factor de
escalamiento.

La ecuacién 4.23 indica que a cada uno de los datos de la variable aleatoria
a ajustar se le resta su correspondiente media y se multiplica por el factor de
escalamiento con la finalidad de aumentar o reducir la varianza en un factor
de F' y finalmente colocar nuevamente los datos sobre su media original. Los
valores que puede tomar F' estdn entre 0 y 1 si se desea disminuir la varianza y
mayores que uno si lo que se quiere es aumentar la varianza. Observe el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.8. Sea X una variable aleatoria uniforme (-100,100) y 1 su co-
rrespondiente media. Tras la ejecucion de un programa de computadora se ge-
neraron diez muestras de la variable X = (67.125, -79.115, 61.171, 98.510,
-64.353, 3.689, 88.054, 94.292, -81.525, 91.001) y se calcularon px = 32.885
y ok = 4850.187.

Suponga que se desea aumentar la varianza de X al doble, entonces se apli-
ca la ecuacion 4.28 con F = 2 para cada uno de los elementos de X. Con
ello se obtiene el vector X' = (81.808, -125.507, 72.887, 125.692, -104.630,
-8.408, 110.906, 119.728, -58.205, 115.073). Es fdcil verificar que este vector
posee una media de px = 32.885 y que tiene una varianza de 0%, = 9660.374,
la cual es exactamente el doble de la calculada en X .

En el ejemplo 4.8 se pudo ver que a partir de un vector de valores aleatorios y
de la expresion 4.23 es posible ajustar la varianza para generar un segundo vector
con la misma media. Ademds de estas caracteristicas, esta transformacién lineal
mantiene la distribucién de los datos originales, siempre que éstos provengan de
una distribucién normal.

4.5.2. Transformacién no lineal

En los ejemplos anteriores la transformacion de los datos se realizé de for-
ma constante en cada uno de ellos. Ahora bien, suponga que el factor de es-
calamiento F' no toma un unico valor constante, si no que se va aumentando
o disminuyendo de acuerdo con el niimero de datos que se encuentren en la
muestra, de tal forma que los datos més cercanos al cimulo central se desvian
de él sélo una pequena proporcién, mientras que los mas alejados se alejan atn
mas, permitiendo una busqueda menos lineal.

En este trabajo de investigacion el proceso de ajuste de varianza estd basado
precisamente en esta idea. La ecuacién que se resuelve en cada iteracion de
reajuste es la siguiente:

Fij1,5 =0k ; (4.24)
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4.5. Ajuste de la varianza

donde 7 es una variable de decaimiento o incremento por la cual se multiplica el
factor F; ; cada vez que se ajusta el dato ¢ de la variable j. Entonces, siguiendo
esta idea, para ajustar un valor z; ; determinado, se debe conocer la media de
las instancias de la variable a ajustar y a partir de ésta comenzar a separar los
datos que se encuentren hacia su izquierda y hacia su derecha en una proporcion,
la cual aumenta o disminuye conforme los datos se alejan de la media, observe
la figura 4.21.

Figura 4.21: Ajuste de varianza de una conjunto de datos.

A manera de ilustracién, considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.9. Suponga que se desean ajustar los valores de la variable aleatoria
X de tal forma que los valores transformados tengan una varianza del doble
de la original, entonces F' = 2. Los datos han sido ordenados y cinco de ellos
se encuentran hacia la derecha de la media. Se desea ajustar la varianza em-
pleando la ecuacion 4.23 pero que a cada instancia de la variable X; el factor de
escalamiento se reajuste como indica la expresion 4.24, de tal forma que cuando
se terminen de ajustar los cinco datos la varianza final haya llegado a Fs ; = 2,
esto es:

Fsj=nkFy; =2
:nnF?),J:T]T].T].FQ,]
=n'F ;=2

Si se resuelve esta expresion, se llega al valor de n para que dicha igualdad

se cumpla:
_ (2
n= i,

Observe que aunque se ha fijado la mdzrima varianza final de los datos, la
minima Fi ; no ha quedado establecida. Tomese entonces, como minimo valor
de abertura Fy ; =1 y calcilese el valor de n:

Al

Bl

n=(2)" ~ 1.1892
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4.5. Ajuste de la varianza

Tomar I ; = 1 indica que el primer dato a la derecha de la media se trans-
formard en si mismo luego del ajuste de la varianza, sin embargo, F ; no se
encuentra limitado a este valor y depende del lector elegir un valor adecuado
para esta transformacién inicial. En el caso del presente trabajo, se ha elegi-
do comenzar con un valor inicial de i calculado como en el ejemplo anterior y
terminar en n™™éx con nysx como el maximo nimero de datos a ajustar por la
derecha, con lo cual la expresién general es

1
N = (Finax) "max (4.25)

donde Fi,;x es el maximo valor de varianza deseada. En el caso de los datos hacia
la izquierda de la media se procede de forma similar a la anterior, inicamente
tomando a consideracion que en este caso los datos seran el reflejo de los que se
encuentren del lado derecho de la media.

Este procedimiento, pese a que fija la varianza méxima que tomardn los
datos, no determina la varianza global que tendran éstos, como lo era en el caso
de una F' fija. Sin embargo, como se verd en el siguiente ejemplo, el resultado
es muy proximo al maximo establecido.

Ejemplo 4.10. Se desea ajustar el vector X =(-5, -4, -8, -2, -1, 0, 1, 2, 8, 4, 5)
de tal forma que la mdrima variacion sea de Fizx = 2, entonces, se comienza
ordenando los datos que se encuentren por la derecha y por la izquierda de la
media (u=0), de tal forma que se tengan dos nuevos vectores X1 =(-5, -4, -3,
-2, -1) y Xo =(1, 2, 3, 4, 5). Enseguida se calcula n para los valores de Xo
siguiendo la ecuacion 4.25:

n=25~ 1.1/87

Entonces se comenzard con Fy = n =1.1487 y se emplea este valor para
obtener el primer dato transformando, empleando la ecuacion 4.23:

y = (z1— p)VFL+ 1
— (1)\/1.1487

~ 1.0717.

Luego, para la transformacion del siguiente dato, se actualiza el valor de Fy:

Fy =nkFy

= (1.1487)?
~ 1.3195,

nuevamente este valor es empleado para calcular el siguiente valor de Y. Este
proceso se repite hasta que se haya aplicado la transformacion a todos los valores
de X5. En el caso de los valores de X1, como se encuentran ordenados de forma
inversa a Xo, se utiliza la expresion:
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4.5. Ajuste de la varianza

—1
N = (Fmax) "méx (4.26)

la cual puede ser facilmente deducida luego de un proceso semejante al visto en el
ejemplo 4.9. Al terminar de transformar todos los datos se obtiene Y =(-7.071,
-5.278, -3.693, -2.297,-1.071, 0, 1.071, 2.297, 3.693, 5.278, 7.071), incluyendo,
por supuesto, la media. Se puede observar que en este caso la media es constante
para los dos vectores y que las varianzas son ag( =11, a%, =19.585 que es un
poco menos del doble de la original.

En la figura 4.22 se han graficado los datos originales y los transformados.
Como se puede apreciar, los datos nuevos siguen una transformacion no lineal
que contrasta con los originales o con los obtenidos por el procedimiento de
factor fijo visto en la subseccion anterior.

- - transformados
L= originales

Figura 4.22: Gréfica de los datos originales y los datos con transformacién Fisx = 2.

En la siguiente seccién se describe una técnica sencilla para aplicar el ajuste
de la varianza tanto en el COPULEDA como en el NOPREDA.

4.5.3. Tiempo de ajuste

Como se ha visto en las subsecciones anteriores, reajustar la varianza de
las variables para transformar los datos de una poblaciéon puede ser util para
controlar la velocidad de convergencia de un algoritmo de busqueda aleatoria
como es el caso de los algoritmos de estimacién de distribucién. Sin embargo,
determinar cuando aplicar estos ajustes de varianza es un problema casi tan
importante como el método de busqueda en si.

En este caso, lo deseable seria que cada ajuste de varianza se efectuara de
manera automatica dependiendo de la condicién de los individuos en las gene-
raciones, sin embargo, en la actualidad no existe una forma universal de autoa-
justar variables cuya distribucién se desconoce y hacerlo de forma eficiente.
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4.6. Conclusiones del capitulo 4

En este trabajo de investigacién se propone el siguiente procedimiento de
ajuste, el cual describe una heuristica sencilla para el incremento o decremento
de la varianza.

1: t=0
2: if t mod k = 0 then
3:  Observar el desempeno del nuevo mejor individuo de la poblacién y
guardarlo en g.
if g > § then
Aumentar la varianza si antes se ha aumentado.
Disminuir la varianza si antes se ha disminuido.
else
Aumentar la varianza si antes se ha disminuido.
Disminuir la varianza si antes se ha aumentado.
10:  end if
11: end if
12: t=t+1

Los valores de k y 6 deben ser determinados por el lector, asi como el factor
de ajuste de varianza.

La calidad del desempeno del nuevo mejor individuo se puede apreciar como
una razon entre la aptitud del individuo elite actual y el ¢ médulo k-ésimo
anterior. Un problema de este tipo de pruebas es que revela una escala no
normalizada lo cual dificulta la eleccién del factor 4.

4.6. Conclusiones del capitulo 4

En el presente capitulo se introdujo un nuevo algoritmo de estimacién de
distribucién que modela la distribucién de los datos originales a partir de los
datos de la muestra utilizando una funcién de cépula gaussiana. Se vio que
una copula es una funcién que permite realizar la relacion entre la funcién de
distribucién conjunta y sus marginales de bajo orden y que ello implica que
la funcién posea de forma implicita las relaciones entre estas marginales. Se
mostraron los diferentes tipos de cépulas y sus principales propiedades asi como
algunas técnicas para generar copulas. Se definieron las medidas de asociaciéon
de Kendall y Spearman en términos de cépulas, las propiedades deseables de
una medida de asociacién y las relaciones universales entre ellas para cualquier
familia de cépulas. Asimismo, se mostré la forma de relacionar las medidas de
asociacion de acuerdo con el pardmetro de dependencia y los valores que toma
de acuerdo con la familia de cépulas empleada. Se mostré la técnica para la
simulacion de valores aleatorios utilizando copulas, misma que fue la base teérica
del algoritmo de estimacién de distribucién con cépulas (COPULEDA), el cual
fue presentado utilizando una cépula gaussiana. Posteriormente se hablé sobre
algunas técnicas para la reduccién o aumento de varianza y su utilizacién en los
algoritmos de biisqueda estocéstica.
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Capitulo 5

Experimentos y resultados

En el presente capitulo se muestran los experimentos realizados para la prue-
ba del NOPREDA y el COPULEDA, asi como los resultados arrojados por estos
algoritmos en varias dimensiones. Algunos comentarios sobre las pruebas y los
resultados obtenidos son mostrados al final del capitulo.

5.1. Conjuntos experimentales

Las pruebas realizadas se dividen en tres conjuntos de acuerdo con el tipo
de problema a resolver. El primero abarca diez problemas de minimizacion,
cada uno de ellos es un problema unimodal convexo y es probado en varias
dimensiones. Para estos diez problemas, la regién de bisqueda es [-10,5]. El
segundo conjunto estd conformado por siete problemas multimodales, seis de
ellos de minimizacién y uno de maximizacién, en todos ellos las regiones de
busqueda del éptimo son diferentes, de tal forma que los tres primeros comparten
la region de busqueda del primer conjunto, y los cuatro restantes cumplen la
regién de busqueda descrita en la literatura ([29], [30]). Todos ellos se prueban
en varias dimensiones. Finalmente, el tercer conjunto estd compuesto por tres
funciones de maximizacion tanto unimodales como multimodales, las cuales se
distinguen de los conjuntos anteriores porque carecen de pendientes que dirijan
la poblacién hacia alguna zona especifica de la region de bisqueda. Para dos de
ellas, el espacio de busqueda es [0,10], mientras que para la otra es de [-0.16,0.16].

El criterio de paro en todos estos problemas fue que se alcanzara el Opti-
mo con una precision de 1E-10, o bien que se agotara el nimero maximo de
iteraciones. Todos los pormenores de los resultados obtenidos se describen la
seguiente seccion.

A continuacién se muestran los conjuntos experimentales.

Conjunto experimental A4

Las funciones que se muestran enseguida se probaron en diversas dimen-
siones y se caracterizan por ser unimodales y convexas.
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n
1. fa1=

n i
2. fao =Y 1005142
i=1
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i=2
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n
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Las figuras 5.1 y 5.2 muestran dos de las funciones més representativas del
conjunto experimental A.
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Figura 5.1: Funcién fa 1

Figura 5.2: Funcién fa s
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5.1. Conjuntos experimentales

Conjunto experimental B

Las siguientes funciones son multimodales y se probaron en diversas dimen-
siones, la region de busqueda del 6ptimo es la misma que para el conjunto
experimental A.

1. fp1=—20exp <—0.2 Ly a2 ) —exp <}L > cos(27rzi)> +20+exp(1).
2. fB2=1om > T7— Hcos(ﬂ.).
i=1 i=1

3. fBz= Z [ — 10 cos(2mz;) + 10].
=1

n—1
4. fpa=12 {10 sen?(my1) + >0 (yi — 1)2[1 + 10sen?(7yit1)] + (yn — 1)2} +
i=1

M=

u(x;, 10,100, 4)

@
Il
s

donde
yi =1+ 3(zi +1)
y
k(x; —a)™ x; > a
u(z;, a,k,m) = 0 —a<z;<a
k(—z; —a)™ z; <a

5. fes= 1—10 {sen2(37ra:1) + nil(xl -1)? [1 + sen2(37rxi+1)] } +

i=1
25 (xn — 1) [1 + sen®(27xy,)| + > u(w;, 5,100, 4).

=1
5
-1
6. fee= ). [(? - 71')(? - E)i)T + ?i]

i=1

1l a; J=1,....,n| ¢

112 2 2 2101

214 4 4 41 0.2

318 8 8 8 10.2

416 6 6 6|04

5|13 7 3 7104
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5.1. Conjuntos experimentales

7. fr= i {—xl sen(M)}.

i=1

Observe en las figuras 5.3 a 5.7 algunas de las funciones mas representativas
del conjunto experimental B.

Figura 5.4: Funcién fg,2 Figura 5.5: Funcién fg3

Conjunto experimental C

Las siguientes funciones tienen la particularidad de estar formadas por uno
o varios maximos locales, sobre una regién de bisqueda que tiene ligeras o nulas
pendientes, con lo cual muchos de los programas de optimizacién como el EDA,
se pierden en el proceso de busqueda del maximo.

1
1. fC,lZ P
10754+ |yil
i=1

donde

Y1 =1

Yi = Ti +Yi-1, =2
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Figura 5.6: Funcién fr Figura 5.7: Funcién fs 7

2
fe2 = 21 N (T, i, 3i)

i=
donde N (7', pi, ¥;) es una distribucién normal multivariada la cual tiene
un vector n-dimensional de medias ¢ y una matriz de covarianzas 3 de
n x n. Ademds, aq = 1000, as = 900, p1 = (-10,...,—10) y p2 =
(10,...,10), mientras que X;(i = 1,2) son matrices diagonales cuyos ele-
mentos de la diagonal son iguales a 1.

3
fC»3 = z aiN(yvﬂiaZi)

i=1

con los mismos pardmetros que fc o pero ademds con az = 500 y p3 =
(0,...,0).

En las figuras 5.8 y 5.9 se muestran algunas de las funciones representativas
del conjunto experimental C.

Figura 5.8: Funcién fc,1 Figura 5.9: Funcién fc s

5.2. Resultados

Los éptimos de cada funcién son mostrados en el cuadro 5.1.
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5.2. Resultados

Conjunto A Conjunto B Conjunto C
F(z) | Tipo | Optimo || F(z) | Tipo Optimo F(X) | Tipo | Optimo
fa1 | Min. 0 fB,1 | Min. 0 feq | Méx. 10°
fa,2 | Min. 0 fB,2 | Min. 0 fc,2 Maéx. | 10.1053
fa,3 | Min. 0 fB,3 | Min. 0 fc,3 Max. | 10.1053
fa,a | Min. 0 fB,a | Min. 0
fas Min. 0 fB,5 Min. 0
fae | Min. 0 fB6 | Méx. 10.1033%
faz | Min. 0 fBr | Min. | -2.0949E+03%
fa,g | Min. 0
fa,0 Min. —00
fa,i0 | Min. —00

Cuadro 5.1: Las funciones y sus éptimos. La funcién fp ¢ tiene sus éptimos en 10.1033
y 10.0134, para n = 4 y 30, respectivamente. La funcién fB,7 tiene sus 6ptimos
en -2.0949E+03, -4.1898E+-03, -6.2847E+03 y -8.3796E+03 para n = 5, 10, 15 y
20, respectivamente. Los éptimos de fao y fa,i0 se han fijado en -1.00E+10, por
simplicidad.

5.2.1. NOPREDA sin ajuste de varianza

En los cuadros 5.2 a 5.12 se muestran los resultados al ejecutar el NOPREDA
sin ajuste de varianza en 5, 10, 15 y 20 dimensiones con un méximo ndmero
de evaluaciones de 60000 y una poblacién de 30 individuos. El criterio de paro
empleado fue que el algoritmo convergiera a la solucién con una precisiéon de
1E — 10 o bien que alcanzara el nimero maximo de evaluaciones.

Conjunto A

Los cuadros 5.2 a 5.5 muestran los resultados arrojados por el NOPREDA
en 5, 10, 15 y 20 dimensiones sin ajuste de varianza para el primer conjunto
experimental. Los campos mostrados indican el mejor individuo de 10 corridas
independientes, el peor, la media, la mediana y la desviaciéon estandar de estas
diez corridas asi como el promedio de evaluaciones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 3.7419E-12 7.7924E-08 1.1240E-08 4.3781E-09 1.7549E-08 | 58903
faz2 2.5236E-08 3.6324E-03 3.1831E-04 3.9308E-05 7.8978E-04 | 60000
fazs 3.2225E-06 2.3156E-02 5.1803E-03 1.4233E-03 6.9364E-03 | 60000
fa 8.3333E-10 2.1368E-02 1.0159E-03 5.1216E-06 3.9521E-03 | 60000
fas 1.0018E-06 5.1129E-01 3.1741E-02 1.4557E-03 9.8625E-02 | 60000
fae 1.0113E-05 6.7037E-02 6.9050E-03 1.2915E-03 1.3729E-02 | 60000
fa,z 9.1705E-14 6.3697E-09 3.6072E-10 2.5923E-11 1.1922E-09 | 36207
fas 7.0006E-01 1.8153E+00 1.6108E+00 1.8040E+00 3.3455E-01 | 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | 2.7888E-06 | 53713
fa,10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | 4.7114E-03 | 60000

Cuadro 5.2: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 5 dimensiones
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
faa 1.2261E-11 2.0910E-08 2.3664E-09 8.5841E-10 4.0399E-09 59676
fa,2 1.1475E-06 2.1248E-02 3.0251E-03 5.7033E-04 5.5533E-03 60000
fas 1.8403E-05 1.9470E-01 1.3840E-02 3.0247E-03 3.8966E-02 60000
fa,a 5.3517E-09 6.1708E-01 2.5031E-02 2.3311E-05 1.1252E-01 60000
fas 4.8096E-07 4.2728E+01 2.0938E+00 3.0712E-03 8.1906E+00 | 60000
fae 3.9111E-04 1.8856E-01 4.0173E-02 1.1417E-02 5.4681E-02 60000
fa,z 9.3094E-15 4.4289E-09 2.1741E-10 4.9935E-11 7.9953E-10 37463
fas 1.1511E4-00 1.8262E4-00 1.7893E+00 1.8136E+00 1.2090E-01 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 3.1079E-06 58449
fa 10 -1.0000E+4-10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 8.9998E-04 60000

Cuadro 5.3: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 10 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 3.5793E-12 1.1518E-08 4.4242E-10 6.1953E-11 2.0922E-09 47810
fa,2 4.1330E-08 1.9570E-02 1.8312E-03 1.2030E-05 4.3491E-03 60000
fa,3 9.5583E-08 8.1945E-03 3.2503E-04 9.2760E-06 1.4943E-03 60000
fa,a 3.6021E-09 5.8997E-02 8.7830E-03 4.1765E-04 1.7578E-02 60000
fas 8.4430E-08 2.8311E+02 9.5435E+00 7.7494E-04 5.1670E+4-01 60000
fae 1.1332E-05 7.4375E-01 4.4171E-02 1.5325E-02 1.3614E-01 60000
far 9.8837E-15 9.9989E-11 4.6235E-11 3.4025E-11 3.5205E-11 28775
fa,s 5.5475E-02 1.8279E+-00 1.6181E+00 1.8163E+00 4.3922E-01 60000
fao -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 3.0877E-06 60000
fa,i0 -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 2.3913E-03 60000

Cuadro 5.4: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza

en 15 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 7.2222E-12 4.0866E-08 1.7415E-09 9.8156E-11 7.4202E-09 56694
fa,2 3.1130E-06 4.2623E-03 7.7504E-04 2.0758E-04 1.2346E-03 60000
fa,s 1.9325E-06 5.5966E-04 1.1106E-04 3.2824E-05 1.5908E-04 60000
faa 2.8550E-09 2.6091E-01 1.5241E-02 2.8537E-04 5.1136E-02 60000
fas 5.1385E-06 1.4425E4-01 7.2168E-01 4.0192E-03 2.8178E+00 60000
fae 2.1790E-04 2.8852E-01 4.1268E-02 1.0419E-02 7.0214E-02 60000
fa7z 2.1980E-12 9.9869E-11 5.7105E-11 6.5098E-11 3.3831E-11 25807
fa,s 5.7768E-03 1.8358E+-00 1.6085E+-00 1.8270E+-00 5.2586E-01 60000
fa,o -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 5.6113E-06 60000
fa,10 -1.0000E4-10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 5.8812E-03 60000

Cuadro 5.5: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 20 dimensiones

Conjunto B

En los cuadros 5.6 a 5.9 se muestran los resultados arrojados por el NOPRE-
DA en 5, 10, 15 y 20 dimensiones para el conjunto de prueba B, con excepcién
del problema fp ¢ el cual fue probado tnicamente en dimensiones 4 y 30. Los

resultados para este problema se muestran al final de esta subseccién.
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 2.5318E-06 4.5791E-04 1.6207E-04 1.2165E-04 1.3739E-04 | 60000
fB,2 3.7962E-09 3.4477E-02 1.5271E-02 1.2320E-02 8.2651E-03 | 60000
fB,3 2.4502E-08 3.4768E-04 1.5202E-05 1.1804E-06 6.3108E-05 | 60000
fB,a 7.5735E-12 9.4750E-07 4.7953E-08 2.9110E-10 1.7641E-07 | 57535
fB,5 1.0883E-12 1.0167E-05 3.4495E-07 1.4314E-10 1.8553E-06 | 58013
IB,7 2.0949E+03 | 2.0949E403 | 2.0949E+03 2.0949E+03 2.7386E-04 | 20299

Cuadro 5.6: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 5 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB 1 7.0840E-06 5.0907E-04 1.0763E-04 7.0859E-05 1.1655E-04 | 60000
fB,2 7.6580E-11 4.4282E-02 1.2720E-02 1.2316E-02 9.6703E-03 | 59767
B3 1.6927E-08 2.9786E-05 2.6669E-06 4.9449E-07 5.8209E-06 | 60000
fB.a 8.6824E-12 5.3772E-09 4.6840E-10 8.0902E-11 1.2348E-09 55595
fB,5 3.4875E-12 1.6974E-08 9.9662E-10 9.7898E-11 3.1800E-09 | 55906
fB,7 4.1898E+03 | 4.1898E+03 | 4.1898E403 | 4.1898E403 1.0916E-04 | 26859

Cuadro 5.7: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 10 dimensiones

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 7.5211E-08 1.7361E-05 3.8251E-06 2.8136E-06 3.4150E-06 | 60000
fB,2 1.3754E-11 3.1957E-02 1.0178E-02 9.8572E-03 8.0868E-03 | 56295
fB,3 5.7326E-11 2.1806E-07 3.7078E-08 1.4157E-08 5.7663E-08 | 59926
fB,a 1.6763E-11 4.1673E-08 1.5226E-09 9.3925E-11 7.5855E-09 | 52302
B, 6.0344E-12 5.8168E-10 9.5248E-11 7.4288E-11 1.1212E-10 | 50689
IB,7 6.2847TE+03 | 6.2847E403 | 6.2847E+03 | 6.2847E403 2.0795E-04 | 21485

Cuadro 5.8: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 15 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB 1 2.4086E-06 3.1063E-05 1.1527E-05 9.0585E-06 7.6539E-06 | 60000
fB,2 3.2734E-11 3.4447E-02 7.7977E-03 7.3960E-03 9.5009E-03 | 56211
B3 1.2237E-09 2.6936E-06 1.6984E-07 3.5972E-08 4.9694E-07 | 60000
B, 5.9990E-11 2.8219E-09 5.1632E-10 1.8446E-10 6.9772E-10 | 58041
fB,5 6.1001E-11 2.6028E-08 1.5613E-09 4.2707E-10 4.7286E-09 57927
fB,7 8.3796E+03 | 8.3796E+03 | 8.3796E4-03 | 8.3796E4-03 5.2461E-05 | 29980

Cuadro 5.9: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 20 dimensiones

Dim Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
4 1.0103E+401 | 2.6369E+400 | 4.7400E4+00 | 5.1025E+00 | 2.4437E400 | 55495
30 5.0138E+4-00 5.0135E+400 5.0138E+400 5.0138E+400 8.4145E-05 60000

Cuadro 5.10: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza para fge.

Conjunto C

En los cuadros 5.11 y 5.12 se muestran los resultados arrojados por el NO-
PREDA en 5, 10, 15 y 20 dimensiones para la funcién fc; y en 5 dimensiones
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5.2. Resultados

para las restantes del conjunto C.

F(zx) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fc,1 | 9.6377TE404 | 2.2851E+03 | 3.1800E404 | 2.0354E+404 | 2.9155E+04 | 60000
fc,2 | 1.0105E4+01 | 0.0000E+00 | 5.9954E+00 | 9.0944E+00 | 4.6565E+00 | 57923
fc,3 | 1.0105E401 | 0.0000E+00 | 5.7895E+400 | 7.0735E+400 | 4.2411E+00 | 58283

Cuadro 5.11: Resultados de NOPREDA sin ajuste de varianza en 5 dimensiones.

Dim. Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
10 7.6143E+04 | 1.2882E+03 | 2.2584E+04 | 1.6702E+04 | 1.9682E+04 | 60000
15 9.4669E+04 | 1.3050E+03 | 1.8833E+404 | 1.0411E+04 | 2.5087E+04 | 60000
20 6.4226E+04 | 2.7156E+402 | 1.0629E4-04 | 6.7664E+03 | 1.4028E+04 | 60000

Cuadro 5.12: Resultados de fc,1 con NOPREDA sin ajuste de varianza.

Las dimensiones y regiones de buisqueda de fgs, fc1, fo,2 ¥ fc,3 se fijaron
para coincidir con las propuestas por Lu y Yao [30]. Observe la dificultad de los
problemas propuestos, los cuales fueron disenados especialmente para destacar
en algoritmos que emplean aglomeraciones en su busqueda, razén por la cual el
NOPREDA se desempenia de manera poco eficiente.

5.2.2. NOPREDA con ajuste de varianza

Al igual que en la seccién anterior, los tres conjuntos experimentales fueron
probados en el NOPREDA pero realizando un ajuste en la varianza, si es que
era necesaria, cada dos generaciones. A la nueva poblacién se le agregaron tres
mutaciones del mejor individuo en un factor de 1,=0.98 (esto es que el nimero
que se le agrega al valor elite es un aleatorio (0,l,)) y se trabajé con 30 individuos
en la poblacion.

Conjunto A

En los cuadros 5.13 a 5.16 se muestran los resultados obtenidos por el NO-
PREDA en 5, 10, 15 y 20 dimensiones para el conjunto experimental A.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 6.3954E-12 9.9806E-11 7.2600E-11 8.2051E-11 2.5204E-11 20583
faz2 1.1668E-12 9.9809E-11 5.5315E-11 5.9037E-11 3.4422E-11 35706
fas 2.9619E-12 9.9525E-11 5.9062E-11 6.4005E-11 3.3107E-11 34712
fa,a 5.9628E-14 2.2331E-10 6.6070E-11 6.3351E-11 4.2150E-11 30801
fas 1.8628E-14 7.1249E-08 2.4168E-09 4.2300E-11 1.3000E-08 42435
fae 3.8507E-13 2.6405E-07 8.8451E-09 4.7014E-11 4.8200E-08 41235
farr 7.3366E-14 9.8416E-11 5.1086E-11 4.8778E-11 3.4753E-11 9956
fas 1.1646E-02 1.7225E+00 6.6265E-01 5.6714E-01 5.9520E-01 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 0.0000E400 | 20438
fa 10 -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 1.0625E-06 58351

Cuadro 5.13: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 4.8573E-11 9.9816E-11 8.7532E-11 9.0472E-11 1.2943E-11 23274
fa,2 1.9117E-12 9.9843E-11 7.5263E-11 8.3922E-11 2.4496E-11 35832
fas 1.7555E-11 9.9982E-11 7.1593E-11 8.3562E-11 2.5205E-11 39708
fa,a 1.2895E-11 4.5451E-04 4.7818E-05 8.5671E-11 1.2218E-04 46557
fas 1.3367E-13 4.5732E-04 1.5244E-05 6.0597E-11 8.3496E-05 | 46500
fae 5.8578E-12 9.9871E-11 6.9582E-11 7.9269E-11 3.0509E-11 36587
fa,z 4.3956E-12 9.9631E-11 6.7716E-11 7.3751E-11 2.8350E-11 16031
fa,s 9.9230E-02 1.7226E4-00 1.1900E+00 1.5681E4-00 5.6946E-01 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.6986E-06 | 55548
fa 10 -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 3.8474E-06 | 60000

Cuadro 5.14: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 10 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fana 4.8784E-11 9.9984E-11 8.3676E-11 8.7282E-11 1.4403E-11 32088
faz 3.2261E-11 1.1511E-09 1.7925E-10 9.8682E-11 2.2044E-10 58291
fas 1.0261E-09 2.2335E-07 3.6354E-08 1.5314E-08 5.1897E-08 | 60000
fa,a 3.9404E-11 2.2327E-02 8.8097E-04 1.2217E-10 4.1020E-03 | 53512
fas 3.2703E-10 1.1325E-03 3.8321E-05 9.8865E-09 2.0667E-04 | 60000
fae 2.5450E-11 3.2732E-09 2.6467E-10 9.5258E-11 6.2796E-10 56534
faz 1.1460E-11 9.8678E-11 7.8251E-11 8.5615E-11 2.1395E-11 18506
fas 1.4631E-01 1.7825E4-00 1.4005E+00 1.6635E+00 4.4288E-01 60000
fao -1.0000E+4-10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.8060E-06 | 60000
faio -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 2.1094E-05 | 60000

Cuadro 5.15: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 15 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 7.7486E-11 4.5055E-10 1.7293E-10 1.3546E-10 9.4789E-11 57995
fa2 5.3402E-08 8.9834E-07 3.3269E-07 2.6165E-07 2.1270E-07 | 60000
fa,zs 1.1812E-05 3.6205E-04 8.7429E-05 6.0203E-05 8.2097E-05 | 60000
fa,a 6.5054E-10 2.6277E-02 1.2946E-03 1.1767E-07 5.2231E-03 | 60000
fas 1.5058E-06 4.3831E-03 3.3056E-04 1.8825E-05 8.8024E-04 60000
fa,e 3.3639E-08 1.6446E-06 3.2391E-07 1.7755E-07 3.9530E-07 | 60000
far 7.0634E-12 9.9905E-11 7.6321E-11 8.2572E-11 2.3777E-11 21549
fas 2.1960E-01 1.7993E4-00 1.2995E4-00 1.5236E4-00 5.1642E-01 60000
fa,o -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 3.9440E-06 | 60000
faio0 -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 6.0787E-04 | 60000

Cuadro 5.16: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 20 dimensiones

Conjunto B

En los cuadros 5.17 a 5.20 se muestran los resultados obtenidos por el NO-
PREDA realizando ajuste de varianza en 5, 10, 15 y 20 dimensiones para algunos
de los problemas del conjunto experimental B y al igual que en el caso ante-
rior, los resultados de fp 6 en 4 y 30 dimensiones son mostrados al final de esta
subseccion en el cuadro 5.21.
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB.1 7.9731E-12 9.9164E-11 7.3088E-11 8.2958E-11 2.7380E-11 44037
fB,2 6.7417E-11 3.2013E-02 1.4778E-02 1.3546E-02 9.0993E-03 54490
fB,3 7.4180E-12 9.9632E-11 6.1208E-11 7.0983E-11 3.1539E-11 25220
fB,a 1.7678E-12 9.7925E-11 6.3242E-11 6.2950E-11 2.5587E-11 20662
fB.,5 1.5107E-11 9.9292E-11 6.6961E-11 7.3849E-11 2.6601E-11 20782
fB,7 2.0949E+-03 2.0949E+03 2.0949E+03 2.0949E+03 2.9380E-04 7380
Cuadro 5.17: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones.
F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
B 4.2470E-11 6.9538E-10 1.9666E-10 1.4374E-10 1.6341E-10 58324
fB,2 7.6648E-11 5.9008E-02 1.5101E-02 9.8572E-03 1.3937E-02 56148
fB,3 1.2860E-11 9.9987E-11 8.4248E-11 9.2072E-11 2.0067E-11 29481
fB.a 1.6356E-11 9.9995E-11 8.0752E-11 9.1769E-11 2.3757E-11 23683
fB,s 2.6586E-11 9.9854E-11 8.0736E-11 8.8508E-11 1.9800E-11 23345
fB,7 4.1898E+03 4.1898E+403 4.1898E+-03 4.1898E+03 5.1164E-05 8877
Cuadro 5.18: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 10 dimensiones.
F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB.1 7.4235E-08 9.7138E-07 2.6878E-07 2.2292E-07 1.9707E-07 60000
fB.2 2.3699E-11 1.7236E-02 3.9423E-03 9.7384E-11 5.3578E-03 42047
fB,3 3.1604E-11 9.9987E-11 7.5947E-11 7.7236E-11 2.2840E-11 47120
fB,a 3.6225E-11 9.9530E-11 8.4077E-11 9.1938E-11 1.8991E-11 34931
fB,s 1.9082E-11 9.9772E-11 7.7086E-11 8.4481E-11 2.3974E-11 35911
fB,7 6.2847E403 6.2847E+03 6.2847E+03 6.2847E4-03 1.3516E-04 10726

Cuadro 5.19: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 15 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 3.7143E-06 1.6767E-05 1.0791E-05 1.0186E-05 3.6163E-06 60000
fB,2 5.8784E-11 5.8784E-11 5.9140E-03 7.3960E-03 5.3973E-03 56612
B3 2.0966E-08 1.8726E-05 7.4540E-07 6.9151E-08 3.3994E-06 60000
fB,a 8.8394E-10 1.0814E-08 4.0262E-09 3.1479E-09 2.8549E-09 60000
fB.5 1.1787E-09 1.4507E-08 5.2841E-09 4.1511E-09 3.7807E-09 60000
fB,7 8.3796E+03 8.3796E+03 8.3796E+03 8.3796E+03 1.7184E-05 17723
Cuadro 5.20: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 20 dimensiones.
Dim. Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
4 1.0103E4-01 2.6369E+00 4.7377TE+00 5.1025E+00 2.4487E+00 53437
30 5.0138E+400 2.5253E+00 4.8479E4-00 5.0138E+00 6.3134E-01 60000

Cuadro 5.21: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en fg.

Conjunto C

Al igual que en el caso sin ajuste de varianza, las funciones fco v fo3
fueron probadas tinicamente en 5 dimensiones, cuyos resultados se muestran en
conjunto con fc,; en el cuadro 5.11, mientras que el cuadro 5.12 muestra los
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5.2. Resultados

resultados de fc 1 en las dimensiones restantes.

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fen 1.0000E4-05 | 4.3759E+04 | 9.5321E404 | 9.9948E+04 1.3572E+04 | 60000
fc,2 1.0105E4-01 0.0000E+4-00 | 8.4835E+00 1.0105E401 3.4127TE+00 | 35133
fo,3 1.0105E+01 0.0000E+4-00 | 7.8484E+00 | 9.0947E400 | 2.5685E4-00 | 48376

Cuadro 5.22: Resultados de NOPREDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones.

Dim Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
10 1.0000E+405 | 6.3718E+404 | 9.3157TE+04 | 9.9514E+04 | 1.0649E404 | 60000
15 1.0000E+05 3.0107E+04 9.5417E+404 9.9998E+04 1.5723E+404 60000
20 9.9999E+04 | 8.4968E+04 | 9.8366E+404 | 9.9916E4+04 | 3.5708E+03 | 60000

Cuadro 5.23: Resultados de fc,1 con NOPREDA y ajuste de varianza.

Observe que atin en este caso, los resultados arrojados por el NOPREDA
para fc 2y fc,3 no son tan buenos como se esperaba. Sin embargo, otras corridas
realizadas con este algoritmo pero con un ntimero mayor de individuos, arroja
mejores resultados pese a que el numero de evaluaciones se mantiene constante.

5.2.3. COPULEDA sin ajuste de varianza

En el caso del COPULEDA, se probaron los mismos conjuntos experimen-
tales que en el caso del NOPREDA, con las mismas dimensiones y espacios de
busqueda. Ademas, al igual que en el caso anterior, los resultados se indican con
y sin ajuste en la varianza. En los cuadros siguientes se muestran los resultados
para cada uno de los conjuntos experimentales.

Conjunto A

En los cuadros 5.24 a 5.27 se muestran los resultados obtenidos al ejecutar
el algoritmo del COPULEDA sin ajuste de varianza para el primer conjunto
experimental en 5, 10, 15 y 20 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 3.5726E-13 9.8360E-011 4.6772E-11 4.2362E-11 3.4973E-11 33550
fa,2 9.1697E-14 3.1574E-006 2.1860E-07 8.7915E-11 7.5804E-07 47352
fas 1.5452E-12 1.4333E-004 5.3004E-06 1.4009E-10 2.6097E-05 55051
faa 2.5025E-13 7.7025E-002 2.5932E-03 9.2674E-11 1.4059E-02 43565
fas 8.1870E-12 4.9149E-003 2.1963E-04 1.3618E-08 9.1403E-04 56669
fae 3.1470E-12 3.5315E-004 1.2159E-05 8.4736E-08 6.4409E-05 56340
faz 1.1683E-12 9.4164E-011 4.3103E-11 4.2640E-11 2.8383E-11 15208
fa,s 1.4638E-04 2.7213E4-000 1.0691E+00 5.9206E-01 1.0031E4-00 | 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+010 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.1200E-06 38089
fa,10 | -1.0000E410 | -1.0000E4-010 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 3.0262E-06 60000

Cuadro 5.24: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 5 dimensiones.
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
faa 8.4288E-11 3.1645E-08 1.8156E-09 6.0045E-10 5.7002E-09 59991
fa,2 3.9263E-07 8.0154E-04 4.2393E-05 4.6129E-06 1.4786E-04 60000
fas 1.4239E-06 3.4813E-03 4.2138E-04 2.1646E-04 7.7627E-04 60000
fa,a 3.2400E-11 4.4112E-02 1.5031E-03 1.9493E-07 8.0486E-03 59917
fas 1.4440E-07 5.6058E-01 2.4733E-02 8.4299E-05 1.0505E-01 60000
fae 9.3844E-07 2.1651E-02 1.2182E-03 5.0728E-05 4.0574E-03 60000
far 6.9458E-12 9.9325E-11 6.5016E-11 7.4506E-11 3.0915E-11 22045
fas 1.0823E-03 7.0648E+00 1.7165E+00 6.7329E-01 2.2540E4-00 | 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 3.6466E-06 60000
fa 10 -1.0000E+4-10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 4.5524E-03 60000

Cuadro 5.25: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 10 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 7.9387E-13 9.9399E-11 5.4340E-11 5.0744E-11 3.2242E-11 42835
fa,2 7.1727E-09 8.3788E-03 4.8410E-04 9.6905E-06 1.6305E-03 | 60000
fa,s 3.1697E-09 6.1890E-05 3.777TE-06 7.4197E-07 1.1295E-05 | 60000
fa,a 5.3727E-11 2.6959E-02 1.8802E-03 1.6546E-06 5.7437E-03 | 58870
fas 1.3518E-08 9.2660E-01 6.7440E-02 1.0509E-04 1.9025E-01 60000
fae 4.4745E-05 4.5174E-02 6.6271E-03 1.1617E-03 1.1096E-02 60000
far 5.0393E-12 9.9401E-11 5.3561E-11 5.5316E-11 3.1133E-11 24078
fas 4.5925E-03 1.8185E+00 7.9553E-01 5.3772E-01 7.4317E-01 60000
fao -1.0000E+410 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 2.6027E-06 | 60000
faio -1.0000E+4-10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.1146E-04 | 60000

Cuadro 5.26: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 15 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 2.5315E-11 1.3492E-09 1.6090E-10 9.5989E-11 2.4683E-10 | 54298
fa2 4.5075E-07 3.3378E-03 2.7643E-04 1.7497E-05 7.2298E-04 | 60000
fa,zs 3.1991E-07 2.3938E-03 2.1808E-04 2.8617E-05 5.5192E-04 | 60000
fa,a 6.5654E-10 8.6589E-02 6.0047E-03 6.0544E-05 1.6423E-02 | 60000
fas 2.2208E-07 3.6950E-01 1.8555E-02 4.1475E-04 6.7666E-02 | 60000
fa,e 5.2151E-06 5.8783E-02 3.5006E-03 4.7512E-04 1.0794E-02 | 60000
faz 1.0336E-13 9.9746E-11 6.3107E-11 6.7444E-11 3.0022E-11 24055
fas 1.7159E-03 1.8269E4-00 8.4362E-01 5.7536E-01 7.2313E-01 60000
fa,o -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 3.7650E-06 | 60000
faio0 -1.0000E+4-10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.1345E-03 | 60000

Cuadro 5.27: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 20 dimensiones.

Conjunto B

En los cuadros 5.28 a 5.31 se muestran los resultados obtenidos al ejecutar
el COPULEDA sin ajuste de varianza en 5, 10, 15 y 20 dimensiones para la
mayoria de los problemas del conjunto B. Los resultados del problema fg ¢ en
4 y 30 dimensiones se muestran en el cuadro 5.32.
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 9.9935E-10 3.5942E-06 3.1658E-07 5.7175E-08 7.4615E-07 | 60000
fB,2 4.6205E-11 3.2013E-02 1.2516E-02 1.2316E-02 6.8350E-03 | 57778
fB,3 1.3216E-12 8.3163E-09 4.0826E-10 5.1539E-11 1.5566E-09 | 43205
fB,a 9.9898E-13 2.9170E-08 1.1128E-09 7.3334E-11 5.3066E-09 | 50826
fB,5 1.1013E-12 5.1531E-08 3.2342E-09 6.2954E-11 1.0111E-08 | 52108
IB,7 2.0949E+03 | 2.0949E403 | 2.0949E+03 2.0949E+03 2.4851E-11 60000

Cuadro 5.28: Resultados de COPULEDA sin

ajuste de varianza en 5 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
B 2.7551E-06 1.6879E-04 2.9233E-05 1.5735E-05 4.1144E-05 | 60000
fB,2 3.3063E-11 2.2156E-02 6.8156E-03 7.3960E-03 7.0154E-03 | 58997
B3 1.2609E-09 3.9504E-06 1.9860E-07 1.4178E-08 7.3156E-07 | 60000
fB.a 8.8130E-13 2.0416E-09 1.3088E-10 6.2361E-11 3.6564E-10 49251
fB,5 1.5221E-12 1.5452E-09 1.3133E-10 6.3867E-11 2.8966E-10 | 50688
fB,7 4.1898E+03 | 4.1898E+03 | 4.1898E403 | 4.1898E+403 | 3.9534E-11 60000

Cuadro 5.29: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 10 dimensiones

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 6.1848E-08 7.4085E-06 9.7234E-07 3.3514E-07 1.6614E-06 | 60000
fB,2 3.5197E-11 4.6707E-02 1.2559E-02 7.3960E-03 1.2534E-02 | 54578
fB,3 1.0260E-11 5.7731E-09 5.7284E-10 9.9731E-11 1.4079E-09 | 57088
fB,a 6.0496E-13 2.5061E-10 7.3181E-11 7.2454E-11 5.3330E-11 46603
B, 2.6404E-11 4.1257E-10 7.6998E-11 6.3649E-11 6.7443E-11 45053
IB,7 6.2847TE+03 | 6.2847E+03 | 6.2847E+403 | 6.2847E+03 | 3.8306E-10 | 60000

Cuadro 5.30: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 15 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB 1 1.0416E-06 4.5031E-05 6.3807E-06 4.1872E-06 8.0268E-06 | 60000
fB,2 4.9568E-11 4.1797E-02 9.1931E-03 7.3960E-03 1.0454E-02 | 55875
B3 2.1964E-10 2.0385E-07 1.7830E-08 4.5955E-09 3.8424E-08 | 60000
B, 2.9787E-11 4.1706E-08 1.9996E-09 1.7101E-10 7.6267E-09 | 58222
fB.5 4.4531E-11 6.7987E-09 8.3273E-10 2.1514E-10 1.5667E-09 57652
fB,7 8.3796E+03 | 8.3796E+03 | 8.3796E4-03 | 8.3796E4-03 7.6555E-08 | 60000

Cuadro 5.31: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 20 dimensiones

Dim Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
4 1.0103E+401 | 2.6369E+400 | 4.4186E+00 | 5.1025E+00 | 1.9704E400 | 56915
30 5.0253E4-00 2.5253E+400 2.9408E+00 2.5253E+4-00 9.4499E-01 60000

Cuadro 5.32: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza para fg.

Conjunto C

Los resultados del conjunto C' en 5 dimensiones son mostrados en el cuadro
5.33, mientras que los resultados de la funcién fc; en 10, 15 y 20 dimensiones
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5.2. Resultados

se muestran en el cuadro 5.34.
F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fo1 | 9.9888E-+04 | 3.2865E+02 | 3.3747TE+04 | 9.9153E403 | 3.7307E-404 | 60000
foz | 1.0105E+01 | 0.0000E+00 | 8.0841E+00 | 9.5999E4+00 | 3.7057E400 | 50183
fc,3 | 1.0105E401 | 0.0000E400 | 6.9389E+00 | 9.0947E400 | 3.4573E400 | 55463

Cuadro 5.33: Resultados de COPULEDA sin ajuste de varianza en 5 dimensiones.

Dim. Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
10 9.9158E+04 | 3.0568E+402 | 2.9892E+04 | 1.8492E+404 | 3.0866E+404 | 60000
15 9.4138E+04 | 8.1613E402 | 2.5572E404 | 1.8068E+04 | 2.4071E+04 | 60000
20 9.9451E+04 | 1.6589E+02 | 1.9720E+404 | 8.8041E+403 | 2.6884E+04 | 60000

Cuadro 5.34: Resultados de fc,1 con COPULEDA sin ajuste de varianza.

5.2.4. COPULEDA con ajuste de varianza

Los resultados obtenidos por el COPULEDA con ajuste de varianza se mues-
tran en los cuadros siguientes. El ajuste de varianza, al igual que en el caso
del NOPREDA consiste en el procedimiento descrito en el capitulo anterior y
ademas considera una mutacién con un factor de 0.98 el cual disminuye de ma-
nera cuadratica conforme avanzan las generaciones. El nimero de individuos en
la poblacién es de 30 y el nimero maximo de evaluaciones de la funcién es de
60000.

Conjunto A

Los cuadros 5.35 a 5.38 muestran los resultados obtenidos por el COPU-
LEDA con ajuste de varianza en 5,10, 15 y 20 dimensiones para el conjunto
experimental A.

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 3.8605E-11 9.9483E-11 7.6142E-11 8.0466E-11 1.8574E-11 13328
fa,2 2.7216E-11 9.9844E-11 7.1235E-11 7.3732E-11 2.2340E-11 23595
fa,s 5.4533E-12 9.9271E-11 6.4679E-11 7.0665E-11 2.4930E-11 28322
fa,a 2.8270E-11 9.8869E-11 7.7640E-11 8.0832E-11 2.0296E-11 18311
fas 2.2706E-11 9.9779E-11 6.5785E-11 6.3695E-11 2.4691E-11 26585
fae 1.9798E-11 9.8453E-11 7.6394E-11 8.2465E-11 2.1957E-11 23647
fa,z 3.6030E-12 9.9845E-11 6.2976E-11 7.0683E-11 3.1335E-11 6771
fa,s 6.1804E-04 1.5874E4-00 2.6291E-01 1.8566E-02 4.8300E-01 60000
fa,o -1.0000E+10 -1.0000E+10 -1.0000E+10 -1.0000E+10 0.0000E+00 12493
fa10 -1.0000E+10 -1.0000E+10 -1.0000E+10 -1.0000E+10 2.6267E-06 57683

Cuadro 5.35: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones.
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5.2. Resultados

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 1.8721E-11 9.8281E-11 7.9491E-11 8.6603E-11 2.1556E-11 22261
fa2 2.0090E-11 9.9909E-11 7.8463E-11 8.7400E-11 2.2760E-11 33240
fas 2.2812E-11 9.7979E-11 7.2782E-11 8.3473E-11 2.4949E-11 39779
fa,a 6.9991E-12 9.9732E-11 8.0914E-11 8.8225E-11 2.2536E-11 30990
fas 2.5685E-11 9.9879E-11 7.6081E-11 7.8982E-11 2.0660E-11 41335
fae 1.7804E-11 9.9973E-11 7.2048E-11 7.5148E-11 2.2041E-11 34965
far 3.0669E-11 9.9196E-11 7.3181E-11 8.3628E-11 2.4026E-11 12298
fas 1.0178E-04 1.6964E+00 4.5576E-01 1.6794E-01 5.3435E-01 60000
fao -1.0000E+4-10 | -1.0000E+410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 1.6230E-06 | 51611
fa1o0 -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 5.6225E-06 | 60000

Cuadro 5.36: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 10 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fan 5.5442E-11 9.9867E-11 8.6605E-11 8.9038E-11 1.1721E-11 31274
fa,2 3.5428E-11 1.2868E-09 2.7697E-10 1.6814E-10 | 2.8441E-10 | 58932

fas 7.8523E-09 4.5930E-07 8.4510E-08 6.1558E-08 8.7976E-08 | 60000
fa,a 3.3174E-11 2.6113E-09 3.2521E-10 9.5164E-11 6.0776E-10 | 49935
fas 6.7785E-10 8.7461E-07 6.3492E-08 9.7775E-09 1.7259E-07 | 60000
fa,e 6.7512E-11 7.9028E-09 1.0620E-09 5.3665E-10 1.6889E-09 | 59814
far 3.5926E-11 9.9871E-11 8.0958E-11 8.1792E-11 1.5416E-11 16903
fa,s 8.9736E-04 1.7355E4-00 4.2037E-01 3.0367E-01 4.7521E-01 | 60000
fa -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 1.9073E-06 | 60000
fa,10 | -1.0000E410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 3.2910E-05 | 60000

Cuadro 5.37: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 15 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
faa 8.7419E-11 1.2548E-09 3.6326E-10 3.1452E-10 2.6882E-10 | 59875
faz2 8.5187E-08 4.2264E-06 8.8597E-07 5.2686E-07 1.0115E-06 | 60000
fazs 1.6310E-05 6.8730E-04 1.7654E-04 1.5566E-04 1.4350E-04 | 60000
fa 2.4353E-10 4.4607E-06 3.6027E-07 6.6990E-09 9.3957E-07 | 60000
fas 1.6865E-06 4.1438E-04 5.5421E-05 1.1596E-05 9.3063E-05 | 60000
fae 1.0564E-07 1.1126E-06 4.5357E-07 3.7564E-07 2.8793E-07 | 60000
faz 4.9399E-11 9.9934E-11 8.1969E-11 8.6126E-11 1.6588E-11 | 19138
fas 1.0310E-03 3.8173E+00 8.4128E-01 4.2531E-01 9.4138E-01 | 60000
fao -1.0000E+10 | -1.0000E410 | -1.0000E410 | -1.0000E+10 | 2.5293E-06 | 60000
fa,10 | -1.0000E410 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | -1.0000E+10 | 1.8609E-03 | 60000

Cuadro 5.38: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 20 dimensiones.

Conjunto B

Al igual que en casos anteriores los resultados para la funcién fp ¢ se reali-
zaron Unicamente en 4 y 30 dimensiones y son mostrados en el cuadro 5.43. Los
demds problemas del conjunto B se resolvieron en 5, 10, 15 y 20 dimensiones
con el algoritmo del COPULEDA con ajuste de varianza y los resultados se
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5.2. Resultados

muestran en los cuadros 5.39 a 5.42.

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 2.8248E-11 9.9899E-11 7.1217E-11 7.5092E-11 2.3036E-11 40283
fB,2 1.1117E-11 3.4477E-02 1.4121E-02 1.3546E-02 9.5680E-03 | 53247
fB.3 1.7166E-11 9.9305E-11 7.0127E-11 7.3807E-11 2.1717E-11 19698
fB,a 2.4824E-11 9.6997E-11 7.5857E-11 8.3246E-11 1.8172E-11 15295
fB,s 2.4085E-11 9.8911E-11 7.4063E-11 7.8023E-11 2.2311E-11 15651
fB,7 2.0949E+03 | 2.0949E4-03 | 2.0949E+03 2.0949E+03 | 3.1204E-04 4305

Cuadro 5.39: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB 1 9.9221E-11 1.7236E-09 5.3423E-10 4.7366E-10 3.6692E-10 | 59897
fB,2 7.8160E-11 5.6608E-02 1.6492E-02 1.3546E-02 1.3307E-02 | 53953
fB,3 6.4943E-12 9.9973E-11 8.1748E-11 9.0771E-11 2.2851E-11 28440
B, 3.9829E-11 9.9855E-11 8.5270E-11 9.3470E-11 1.7589E-11 22058
fB,5 3.1708E-11 9.9941E-11 8.0830E-11 8.2823E-11 1.6296E-11 22350
IB,7 4.1898E4-03 | 4.1898E+03 | 4.1898E+03 | 4.1898E403 | 4.5252E-05 7431

Cuadro 5.40: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 10 dimensiones

F(x) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 1.4354E-07 8.2208E-07 3.3371E-07 3.1028E-07 1.4614E-07 | 60000
B2 5.2538E-11 2.2126E-02 5.6641E-03 1.4744E-09 6.8151E-03 | 43316
/B3 5.4825E-11 5.3407E-10 1.2708E-10 9.6505E-11 9.0946E-11 55077
fB,a 3.2612E-11 9.9707E-11 8.7878E-11 9.2862E-11 1.4197E-11 35633
fB,s 2.9098E-11 9.9902E-11 8.2443E-11 8.8519E-11 1.6550E-11 37296
fB,7 6.2847E+03 6.2847E+03 6.2847E+03 6.2847E+03 1.3202E-04 10121

Cuadro 5.41: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 15 dimensiones

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fB1 8.6008E-06 3.1151E-05 1.6886E-05 1.6037E-05 5.7004E-06 60000
fB,2 8.8054E-11 1.9677E-02 5.9939E-03 7.3960E-03 6.2918E-03 | 57017
fB,3 3.6836E-08 1.3553E-06 2.3863E-07 1.5758E-07 2.7524E-07 | 60000
fB,a 1.3279E-09 2.3778E-08 5.2463E-09 4.4438E-09 4.6613E-09 | 60000
fB,5 1.9590E-09 2.2878E-08 7.4933E-09 6.2228E-09 4.9154E-09 | 60000
IB,7 8.3796E+03 | 8.3796E403 | 8.3796E+03 | 8.3796E+03 2.1345E-05 16127

Cuadro 5.42: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 20 dimensiones

Dim Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
4 1.0103E401 | 2.6369E400 | 4.1533E+00 | 2.6880E+00 | 2.0283E400 | 56157
30 5.0253E4+00 | 2.5253E400 | 2.6916E4-00 | 2.5253E+00 6.3280E-01 60000

Cuadro 5.43: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza para fg.e.
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5.3. Comparacion estadistica del comportamiento de los algoritmos

Conjunto C

En el cuadro 5.44 se muestran los resultados del COPULEDA con ajuste de
varianza en 5 dimensiones para todos los problemas del conjunto experimental
C, mientras que en el cuadro 5.45 se muestran los resultados del problema fc

en 10, 15 y 20 dimensiones.

F(z) Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
fon 1.0000E+05 1.0000E4-05 1.0000E4-05 1.0000E+-05 1.1639E-05 60000
fc,2 1.0105E+4-01 9.0947E4-00 | 9.6000E+00 | 9.6000E+00 5.1387E-01 35573
fc,3 1.0105E4-01 0.0000E+4-00 | 8.2863E+00 | 9.0947E400 | 2.5647E400 | 38360

Cuadro 5.44: Resultados de COPULEDA con ajuste de varianza en 5 dimensiones.

Dim. Mejor Peor Media Mediana D.E. Eval.
10 1.0000E+405 | 9.9705E4-04 | 9.9990E+04 | 1.0000E+05 | 5.3837E401 | 60000
15 1.0000E+4-05 | 9.9999E+04 | 1.0000E+405 | 1.0000E+05 1.2179E-02 60000
20 1.0000E+405 | 9.9522E4-04 | 9.9983E+04 | 9.9999E+04 | 8.7064E4-01 | 60000

Cuadro 5.45: Resultados de fc,1 con COPULEDA y ajuste de varianza.

5.3. Comparacion estadistica del comportamien-

to de los algoritmos

La comparacion entre el NOPREDA y el COPULEDA con y sin ajuste se
realizé6 mediante pruebas de hipdtesis sobre muestras de 30 resultados gene-
rados por los algoritmos. Como en este tipo de procesos se desconoce tanto la
distribucién como la poblacién de la que provienen las muestras, el procedimien-
to comprendio la ejecucién de una prueba bootstrap no paramétrica. El modelo
general bootstrap se resume en el algoritmo 5.

Algoritmo 5 Bootstrap

1: Dada una muestra x = (z1, 2, ..., zx) calcular el estadistico 0.

2: b=0

3. while b < B do

4:  Obtener una muestra con reemplazo de la muestra original para obtener

x*0 = (23,230, .. aph).

5. De la muestra anterior calcular el estadistico 6*°.

6: b=b+1

7: end while

s: Emplee este estimador de la distribucién de 6 para calcular la caracteristica
deseada.

Para este tipo de pruebas el valor de B debe ser grande (entre 999 a 9999).
En el caso de la prueba bootstrap no paramétrica el remuestreo se toma a partir
de la distribucién empirica Fy(x) la cual satisface la hipétesis nula Hy [31].
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5.3. Comparacion estadistica del comportamiento de los algoritmos

La hipétesis Hy considera que ambas muestras son tomadas de la misma
poblacién (o bien que no existe una diferencia estadistica relevante entre los
algoritmos), mientras que la hipétesis alternativa H4 considera el caso con-
trario. Asi pues, trabajando bajo Hy, la muestra original del paso 1 estard com-
puesta por los 30 resultados generados por el primer algoritmo y por los 30
resultados del segundo. Es asi que se realiza el procedimiento bootstrap con
Tr = (.’1?1’1, L1,2y++-,21,30,L2,1,L2,2,-- - ,3?2’30) como muestra original para obte-
ner B muestras, de las que cuales se calculan los estadisticos 6*°. Con estos
estadisticos se puede esbozar la funcién de distribucion y determinar si se re-
chaza o no la hipétesis nula con cierto nivel de significancia. Cuando la hipétesis
alternativa considera que uno de los dos algoritmos es mejor que el otro, entonces
se realiza una prueba de una cola. Supéngase que se tiene la siguiente prueba
de hipdtesis:

Hy :py = po
Hy:pr < po. (5'1)

En este caso se considera que si bien se rechaza la hipdtesis nula, entonces
el primer algoritmo puede ser mejor que el segundo, luego entonces, el nivel de
significancia sera

L+ #{t" >t}
B+1 ’

con #{t* >t} como el nimero de veces que t* = 6% es mayor o igual a t = 6.
Para esta prueba, el estadistico 0 es igual a la diferencia entre las medias de los
resultados arrojados por cada algoritmo. Como en este caso py < po, entonces
6 = o — p1 y de forma similar para cada estadistico 6+,

P =p(T > t|Hy, Fy) = (5.2)

Cuando no se tiene una hipétesis alternativa sobre cudl de los algoritmo es
mejor, se puede realizar una prueba de dos colas, en la cual:

Ho : iy = po
Hy oy # po, (5.3)

es la prueba a validar. Observe que ahora el nivel de significancia estara descrito
por la expresién 5.4:

L #{E >+ A < —t)
a B+1 ’

en cuyo caso es posible comparar el valor de P con la minima significancia de-
seada para rechazar o no a Hy.

P

(5.4)

A continuacién se presentan los resultados obtenidos al emplear la prueba
bootstrap no paramétrica en el NOPREDA y COPULEDA con y sin ajuste de
varianza.
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5.3. Comparacion estadistica del comportamiento de los algoritmos

5.3.1. Resultados

Se realizaron comparaciones entre los algoritmos, primeramente para deter-
minar si el ajuste de varianza generaba una mejora significativa en el algoritmo
y luego, el mejor algoritmo del NOPREDA se comparé con el mejor del COPU-
LEDA para asi determinar el que mejor se desempena en todos los conjuntos
experimentales. Las pruebas se efectuaron con 30 corridas independientes de ca-
da algoritmo, con y sin ajuste de varianza en todos los conjuntos experimentales
y se empled el valor absoluto de la diferencia entre las medianas como estadistico
de prueba (6 = |fiy — fiz|). El nivel de significancia se midié con la expresién 5.4
y el deseado se fijé en 5% con lo cual se aprobé o rechazé la hipétesis nula.

NOPREDA sin ajuste vs. NOPREDA con ajuste

En los cuadros 5.46, 5.58, 5.59 y 5.50 se muestran los resultados obtenidos
luego de la prueba bootstrap no paramétrica con el NOPREDA sin ajuste de
varianza y con ajuste de varianza en 5, 10, 15 y 20 dimensiones en casi todos los
conjuntos experimentales. En el cuadro 5.47 ademds, se muestran los resultados
de la comparacién de estos mismos algoritmos para la funcién fpe en 4 y 30
dimensiones. La hipétesis nula se rechazé si el nivel de significancia era menor
del 5% en una prueba de dos colas y la mejor mediana determiné el mejor
algoritmo.

F(x) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa1 | 2.00E-03 8.21E-11 Con ajuste
fa,2 1.50E-03 5.90E-11 Con ajuste
fas 1.70E-03 6.40E-11 Con ajuste
fa,a 1.50E-03 6.34E-11 Con ajuste
fas 2.50E-03 4.23E-11 Con ajuste
fae 2.10E-03 4.70E-11 Con ajuste
fa,z | 3.25E-01 2.59E-11 E.I
fas | 2.00E-04 5.67E-01 Con ajuste
fao 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E410 E.L
fB1 | 1.70E-03 8.30E-11 Con ajuste
fB,2 | 3.97E-01 1.23E-02 E.L
fB.3 | 1.60E-03 7.10E-11 Con ajuste
fB,a | 1.90E-03 6.30E-11 Con ajuste
fB,s 1.60E-03 7.39E-11 Con ajuste
fB,7 | 1.00E-00 -2.09E403 E.L
fo.1 | 3.00E-04 1.00E+05 Con ajuste
fc,2 8.20E-03 1.01E+01 Con ajuste
fe,3 2.06E-01 9.09E+00 Con ajuste

Cuadro 5.46: NOPREDA con ajuste vs. NOPREDA sin ajuste en 5 dimensiones.

E.IL significa ambos algoritmos se comportan Estadisticamente Igual o bien que en este
caso no se rechaza la hipétesis nula Hy : fi; = fig.
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Dim. P-Valor Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
4 7.60E-01 5.10E+00 E.L
30 2.90E-03 5.01E4+00 Sin ajuste
Cuadro 5.47: NOPREDA con ajuste vs. NOPREDA sin ajuste en fg.

F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa1 | 2.90E-03 9.05E-11 Con ajuste
fa2 3.40E-03 8.39E-11 Con ajuste
fa,s | 1.60E-03 8.36E-11 Con ajuste
fa.a | 2.83E-02 8.57E-11 Con ajuste
fas 2.90E-03 6.06E-11 Con ajuste
fae 2.80E-03 7.93E-11 Con ajuste
far | 1.15E-01 4.99E-11 E.L
fas 2.30E-03 1.57E+00 Con ajuste
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L

fB 1 1.20E-03 1.44E-10 Con ajuste
fB,2 | 2.52E-01 9.86E-03 E.L
fB.3 | 3.50E-03 9.21E-11 Con ajuste
fB,a | 2.55E-01 8.09E-11 E.L
fes | 9.32B-02 8.85E-11 E.L
fB,7 1.00E00 -4.19E+03 E.L
fo 1.00E-04 9.95E+04 Con ajuste

Cuadro 5.48: NOPREDA con

ajuste vs. NOPREDA sin ajuste en 10 dimensiones.

F(x) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fan 1.09E-02 6.20E-11 Sin ajuste
fa2 | 3.20E-03 9.87E-11 Con ajuste
fas 3.00E-03 1.53E-08 Con ajuste
faa 1.22E-02 1.22E-10 Con ajuste
fas | 5.20E-03 9.89E-09 Con ajuste
fae 2.60E-03 9.53E-11 Con ajuste
far | 2.20E-03 3.40E-11 Sin ajuste
fas 2.12E-02 1.66E+00 Con ajuste
fao 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E410 E.L
fB1 | 9.00E-04 2.23E-07 Con ajuste
fB,2 3.90E-03 9.74E-11 Con ajuste
fB,3 | 2.70E-03 7.72E-11 Con ajuste
fB,a | 6.85E-01 9.19E-11 E.L
fB,5 | 3.80E-01 7.43E-11 E.L
fB.7 1.00E00 -6.28E403 E.L
fca 1.00E-04 9.95E+04 Con ajuste
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F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa,1 | 3.59E-01 9.82E-11 E.L
fa2 1.60E-03 2.62E-07 Con ajuste
fas | 1.38E-01 3.28E-05 E.L
faa | 7.50E-03 1.18E-07 Con ajuste
fa,s | 4.40E-03 1.88E-05 Con ajuste
fas | 2.50E-03 1.78E-07 Con ajuste
fax 4.18E-02 6.51E-11 Sin ajuste
fazs 2.13E-02 1.52E+00 Con ajuste
fao 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fe1 | 4.95B-01 9.06E-06 E.L
fB2 | 6.51E-01 7.40E-03 E.L
fB,3 | 1.90E-01 3.60E-08 E.L
fB,a 2.00E-04 1.85E-10 Sin ajuste
fB,s 1.00E-04 4.27E-10 Sin ajuste
fB.,7 1.00E00 -8.38E+03 E.L
fea 1.00E-04 1.00E+05 Con ajuste

Cuadro 5.50: NOPREDA con ajuste vs. NOPREDA sin ajuste en 20 dimensiones.

COPULEDA sin ajuste vs. COPULEDA con ajuste

En los cuadros 5.51, 5.53, 5.54 y 5.55 se muestran los resultados de la prueba
bootstrap no paramétrica para el COPULEDA sin ajuste y con ajuste de varianza
en 5, 10, 15 y 20 dimensiones. En el cuadro 5.52 se muestran asimismo, los
resultados para la funcién fp ¢ en 4 y 30 dimensiones.

F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fan 4.70E-03 8.05E-11 Con ajuste
fa2 | 2.90E-03 7.37E-11 Con ajuste
fas 2.30E-03 7.07E-11 Con ajuste
fa,a | 2.60E-03 8.08E-11 Con ajuste
fas 2.80E-03 6.37E-11 Con ajuste
fae 2.10E-03 8.25E-11 Con ajuste
fa,z | 7.7T6E-02 4.07E-11 E.L
fas | 6.61E-02 1.86E-02 E.L
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.I
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB,1 1.30E-03 7.51E-11 Con ajuste
fB,2 | 4.23E-01 1.35E-02 E.L
fB,3 1.60E-03 7.38E-11 Con ajuste
fB,a | 3.53E-01 7.34E-11 E.L
fB5 | 2.38E-01 6.30E-11 E.L
BT 1.00E00 -2.09E+03 E.L
fea 1.60E-03 1.00E+05 Con ajuste
fc,2 | 6.50E-01 9.60E+00 E.L
fo,s | 2.97E-01 9.09E+00 E.L

Cuadro 5.51: COPULEDA con ajuste vs. COPULEDA sin ajuste en 5 dimensiones.
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Dim. P-Valor Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
4 1.59E-01 5.10E+400 E.L
30 1.00E00 2.53E+00 E.I.

Cuadro 5.52: COPULEDA con ajuste vs. COPULEDA sin ajuste en fg 6.

F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
faa | 3.17E-01 7.71E-11 E.L
fa2 2.00E-03 8.74E-11 Con ajuste
fa,s | 1.90E-03 8.35E-11 Con ajuste
fa.a | 2.80E-03 8.82E-11 Con ajuste
fas 2.70E-03 7.90E-11 Con ajuste
fae 2.70E-03 7.52E-11 Con ajuste
faz | 7.00E-04 3.53E-11 Sin ajuste
fas 4.40E-02 1.68E-01 Con ajuste
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.L
fa.i0 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB 8.00E-04 4.74E-10 Con ajuste
fB,2 | 5.74E-01 1.36E-02 E.IL
fB.3 | 3.00E-03 9.08E-11 Con ajuste
fB,a | 8.10E-03 6.24E-11 Sin ajuste
fB,5 | 3.50E-02 6.39E-11 Sin ajuste
fB,7 1.00E00 -4.19E+03 E.L
fo 1.60E-03 1.00E+05 Con ajuste

Cuadro 5.53: COPULEDA con ajuste vs. COPULEDA sin ajuste en 10 dimensiones.

F(x) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fan 1.10E-03 5.07E-11 Sin ajuste
fa,2 1.80E-03 1.68E-10 Con ajuste
fas 2.10E-03 6.16E-08 Con ajuste
fa,a 2.20E-03 9.52E-11 Con ajuste
fas | 3.70E-03 9.78E-09 Con ajuste
fae 3.20E-03 5.37E-10 Con ajuste
fa,z | 7.00E-03 5.53E-11 Sin ajuste
fa,s | 1.26E-01 3.04E-01 E.I
fao 1.00E00 -1.00E+410 E.IL

fa 10 1.00E00 -1.00E+10 E.IL
fB,1 | 6.86E-01 3.10E-07 E.I
fB,2 9.60E-02 1.47E-09 Con ajuste
fB,3 | 4.56E-01 9.65E-11 E.L
fB.a 4.30E-03 7.25E-11 Sin ajuste
fB,s 1.05E-02 6.37E-11 Sin ajuste
fB,7 1.00E00 -6.28E+4-03 E.IL
fca 1.20E-03 1.00E+05 Con ajuste

Cuadro 5.54: COPULEDA con ajuste vs. COPULEDA sin ajuste en 15 dimensiones.
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F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa,1 | 4.40E-03 9.60E-11 Sin ajuste
fa2 2.20E-03 5.27E-07 Con ajuste
fas 3.60E-03 2.86E-05 Sin ajuste
faa | 3.20E-03 6.70E-09 Con ajuste
fa,s | 3.00E-03 1.16E-05 Con ajuste
fas | 2.10E-03 3.76E-07 Con ajuste
faz | 6.99E-02 6.75E-11 E.L
fa,s | 6.58E-01 4.25E-01 E.L
fao 1.00E00 -1.00E410 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fe,1 | 1.00E-04 4.19E-06 Sin ajuste
fB.2 | 3.06E-01 7.40E-03 E.L
fB,3 5.00E-04 4.60E-09 Sin ajuste
fB,a 1.60E-03 1.71E-10 Sin ajuste
fB5 | 8.00E-04 2.15E-10 Sin ajuste
fB.,7 1.00E00 -8.38E+03 E.L
fea 1.20E-03 1.00E+05 Con ajuste

Cuadro 5.55: COPULEDA con ajuste vs. COPULEDA sin ajuste en 20 dimensiones.

NOPREDA vs. COPULEDA

En los cuadros 5.56, 5.58, 5.59 y 5.60 se muestran los resultados obtenidos por
la prueba bootstrap no paramétrica con los mejores resultados del COPULEDA
y el NOPREDA en 5, 10, 15 y 20 dimensiones. En el cuadro 5.57 se muestran
asimismo, los resultados para la funcién fp ¢ en 4 y 30 dimensiones.

F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fan 7.55E-01 8.05E-11 E.L
fao | 2.76E-01 5.90E-11 E.L
fa,s | 4.76E-01 6.40E-11 E.L
fa,a | 1.03E-01 6.34E-11 E.I
fas | 1.73E-01 4.23E-11 E.L
fae | 4.40E-03 4.70E-11 NOPREDA
fa,z | 3.79E-01 2.59E-11 E.L
fas | 1.68E-02 1.86E-02 E.L
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.I
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB,1 | 3.70E-01 7.51E-11 E.L
fB,2 | 4.14E-01 1.23E-02 E.L
fB,3 | 7.46E-01 7.10E-11 E.L
fB.a | 4.39E-01 6.30E-11 E.L
fB5 | 1.98E-01 2.15E-10 E.L
BT 1.00E00 -2.09E+00 E.L
fo,1 | 2.80E-03 1.00E+05 COPULEDA
fc,2 3.57E-01 1.01E+01 E.L
fc,s | 3.35E-01 9.09E+00 E.I

Cuadro 5.56: NOPREDA vs. COPULEDA en 5 dimensiones.
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Dim. P-Valor Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
4 7.66E-01 5.10E+400 E.L
30 1.00E-04 5.01E4+00 NOPREDA

Cuadro 5.57: NOPREDA vs. COPULEDA en f5..

F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
faa1 | 4.23E-01 8.66E-11 E.L
faz2 6.85E-01 8.39E-11 E.L
fa,z | 9.79E-01 8.35E-11 E.I
fa,a | 7.78E-01 8.57E-11 E.I
fa,s | 5.06E-02 6.06E-11 E.L
fa,s | 6.52E-01 7.52E-11 E.L
far | 2.76E-01 3.53E-11 E.L
fas | 3.00E-04 1.57E+00 NOPREDA
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.L
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB,1 | 3.00E-03 1.44E-10 NOPREDA
fB,2 | 1.45E-01 9.86E-03 E.L

fB,3 | 7.23E-01 9.08E-11 E.I
fB,a | 8.58E-02 6.24E-11 E.L
fB,5 | 2.57E-02 6.39E-11 COPULEDA
fB,7 1.00E00 -4.19E+03 E.L

fo1 | 2.40E-03 1.00E+05 COPULEDA

Cuadro 5.58: NOPREDA vs. COPULEDA en 10 dimensiones.

F(z) P-Valor Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa1 | 4.67E-01 5.07E-11 E.L
faz2 9.34E-02 9.87E-11 E.L

fa,z | 5.20E-03 1.53E-08 NOPREDA
faa | 1.82E-01 9.52E-11 E.L
fas | 9.70E-01 9.78E-09 E.L
fae | 2-90E-03 9.53E-11 NOPREDA
faz | 3.14E-01 3.40E-11 E.L
fas | 2.00E-04 3.04E-01 COPULEDA
fa,o 1.00E00 -1.00E+410 E.I
fa10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB,1 | 2.46E-02 2.23E-07 NOPREDA
fB2 | 4.7T6E-01 9.74E-11 E.L
fB,3 | 1.30E-03 7.72E-11 NOPREDA
fB,a | 2.25E-02 7.25E-11 COPULEDA
fB5 | 3.99E-01 6.37E-11 E.L
fB,7 1.00E00 -6.28E403 E.L
fca 2.00E-04 1.00E+05 E.L

Cuadro 5.59: NOPREDA vs. COPULEDA en 15 dimensiones.
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F(z) P-Valor | Mejor Mediana | Mejor Algoritmo
fa,1 | 5.83E-01 9.60E-11 E.I
fa,2 | 5.80E-03 2.62E-07 NOPREDA
fa,s | 7.27E-01 2.86E-05 E.IL
fa,a | 1.73E-01 6.70E-09 E.L
fa,s | 5.97E-01 1.16E-05 E.I
fa,e | 1.56E-02 1.78E-07 E.L
faz | 8.57E-01 6.51E-11 E.L
fa,s | 5.20E-03 4.25E-01 COPULEDA
fao 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fa, 10 | 1.00E00 -1.00E+10 E.L
fB,1 | 4.00E-03 4.19E-06 COPULEDA
fB.2 | 7.04E-01 7.40E-03 E.L

fB,3 | 9.70E-03 4.60E-09 COPULEDA
fB,a | 8.78E-01 1.71E-10 E.L
fB5 | 1.99E-01 2.15E-10 E.L
fB.,7 1.00E00 -8.38E+03 E.L
fc,1 | 6.00E-03 1.00E+05 COPULEDA

Cuadro 5.60: NOPREDA vs. COPULEDA en 20 dimensiones.

En los resultados mostrados anteriormente se puede observar lo siguiente:

El desempeno de ambos algoritmos se mejora considerablemente luego de
un ajuste de varianza en todas las dimensiones, aunque en el caso del
NOPREDA se aprecia este efecto de forma méas contundente que en el
COPULEDA, ya que en este ultimo, las diferencias entre los resultados
del algoritmo con ajuste y sin ajuste, disminuyen conforme aumentan las
dimensiones.

Existen funciones que se les dificultan tanto al NOPREDA como al CO-
PULEDA, de tal suerte que para estos problemas, el desempeno de ambos
es similar con y sin ajuste de varianza.

Al comparar el mejor algoritmo del NOPREDA con el mejor del COPU-
LEDA se observa que ambos se desempenan de forma equiparable a un
nivel de significancia del 5 %.

5.4. Conclusiones del capitulo 5

En el presente capitulo se mostraron los conjuntos experimentales con los

cuales se probaron los algoritmos del NOPREDA y COPULEDA con y sin
ajuste de varianza en varias dimensiones. Los problemas resueltos fueron tanto
unimodales como multimodales y en casi todos los problemas se obtuvieron
resultados satisfactorios. Posteriormente, se realizé una prueba bootstrap no
paramétrica para determinar el desempeno de los algoritmos. Se compararon
los resultados de esta prueba para cada algoritmo en cada una de sus versiones
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y se observé que el ajuste de varianza mejora el comportamiento de ambos algo-
ritmos y que en general tanto el NOPREDA como el COPULEDA, en su versién
con ajuste de varianza, se desempenan de forma similar.
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Capitulo 6

Conclusiones generales

A continuacién se presentan algunas de las conclusiones mas importantes de
este trabajo de investigacién, asi como una revisién general del contenido del
mismo. Para observaciones més precisas, refiérase a cada una de las conclusiones
que se encuentran al final de los capitulos.

Este trabajo de investigacion se ha enfocado en el estudio de los diversos al-
goritmos de optimizacién evolutiva que se han propuesto a lo largo de los anos,
como es el caso de los algoritmos genéticos vistos en el capitulo uno, los cuales
emplean para su desarrollo la idea evolutiva de la naturaleza conformada por
seleccion, cruza y mutacion. En ellos es posible ver que el éptimo es alcanza-
do mediante refinamientos de los mejores individuos de cada poblacién durante
cientos o miles de generaciones. Las técnicas empleadas para cada algoritmo
varian en cada caso asi como las heuristicas elegidas para la formacién de cada
operador genético, pero en todos se destaca el operador de cruza, como elemento
principal de los algoritmos genéticos y las caracteristicas de éstos que llevaron al
estudio de una nueva generaciéon de algoritmos evolutivos. Dichas caracteristi-
cas se resumen en una poca utilizacién de las dependencias entre las variables
para solucionar problemas de indole deceptoria, lo cual atrajo la atenciéon ha-
cia modelos cuya principal caracteristica es el modelado de la distribucién de
probabilidad de los buenos individuos para generar la nueva poblacion. Este
tipo de algoritmos, vistos en el capitulo dos, son conocidos como algoritmos
de estimacion de distribucién y van desde los mas sencillos, los cuales suponen
independencia entre las variables hasta los mas complejos, que toman en cuenta
dependencias de orden 3 o mayor.

En los algoritmos de estimacién de distribucién, la etapa mas importante es
la forma como se modela la distribucién de la seleccién para regenerar los nuevos
individuos. En este tipo de algoritmos, a diferencia de los algoritmos genéticos,
no se cuenta con operadores de cruza ni mutacién, si no que se hace un estudio
estadisticos de los mejores individuos de la poblacién actual para inducir las
relaciones de las variables a las nuevas generaciones. Esta caracteristica puede
imprimirle una mala distribucién a los individuos regenerados si es que se hace
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una suposicién previa sobre la distribucion, sin conocer a ciencia cierta la for-
ma como se relacionan las variables. Suponer una distribucién, por otro lado,
facilita enormemente las evaluaciones estadisticas y procura que el algoritmo
evolucione de forma fluida. Esto podria resultar contradictorio, sin embargo, en
los algoritmos propuestos hasta ahora, se coincide en las limitaciones para mo-
nitorizar las dependencias entre las variables y aproximarlas a una distribucion
previamente establecida.

En el capitulo 3 se presenta una forma de capturar las dependencias entre
todas las variables e inducirlas a un nuevo conjunto de individuos. Esta for-
ma se incluye en un algoritmo de estimacion de distribucién conocido como
el NOPREDA (Algoritmo de Estimacién de Distribucién No Paramétrico), el
cual utiliza una técnica propuesta por Iman y Conover en 1982, para capturar
las dependencias multivariadas entre los individuos seleccionados y formar una
matriz de indexacién capaz de guardar el orden de las asociaciones e inducirlas
al conjunto remuestreado para formar la nueva poblacién. Este método es uno
de los pioneros en el area de algoritmos de estimacién de distribuciéon continua
y no paramétrica que ademas toma en cuenta las dependencias entre todas las
variables. Més ain, en el capitulo 4 se introducen algunas de las definiciones y
propiedades mas importantes para explorar el concepto de copula, el cual provee
una forma alternativa de capturar las dependencias mutilvariadas al igual que
lo hace el NOPREDA.

Dicho algoritmo es presentado como el COPULEDA (Algoritmo de Esti-
macién de Distribucién mediante Cépulas), el cual emplea la definicién de cépula
y el teorema de Sklar como punto medular en la mediciéon de las dependencias
entre las variables.

Pese a la gran diversidad de familias de cépulas existentes y estudiadas, el
COPULEDA emplea la cépula gaussiana para medir las relaciones entre las
variables, debido a sus propiedades y a lo simple de su implementacion. Una de
estas caracteristicas, es que permite capturar las maximas dependencias (ya sean
positivas o negativas) de las variables y puede extenderse al caso multivarido
de una forma sencilla. Todo ello hace de la cépula gaussiana, la funcién ideal
para su utilizacién en algoritmos de estimacién de distribuciéon. Los ejercicios
realizados en el marco de este capitulo mostraron que:

1. Suponer independencia entre las variables para modelar la distribucién
de la que se remuestrean los individuos, es en general insuficiente para
realizar una buena aproximacion a la distribucién original.

2. Tanto el NOPREDA como el COPULEDA aproximan satisfactoriamente
una distribucién original dada, con lo cual los nuevos datos son generados
con las relaciones deseadas entre las variables.

Ademiés de presentar estos algoritmos, en el capitulo 4 se disend una forma de
ajustar la varianza entre las variables para impedir la convergencia prematura a
la que se confinan los algoritmos de estimacién de distribucion de este tipo, por
la fiel representacion de la distribucién de la muestra a la que son sometidos.
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Dicho ajuste se realiza de forma iterativa y no lineal tanto en el NOPREDA
como en el COPULEDA.

Finalmente, en el capitulo 5 se realizaron los experimentos con un conjunto
de varios problemas unimodales y mutimodales en diversas dimensiones, para
probar el desempeno de los algoritmos vistos tanto en su versién sin ajuste de
varianza como en su versiéon con ajuste de varianza. Ademds, se incluyé una
prueba bootstrap no paramétrica como una forma de realizar las comparaciones
entre estos algoritmos y sus vertientes de manera estadistica con una confianza
del 95%. En todas estas pruebas se pudo observar que

1. El ajuste de la varianza mejoré6 el desempeno de ambos algoritmos en casi
todas la pruebas y en casi todas las dimensiones, notdndose una mejora
significativa en el funcionamiento del NOPREDA con ajuste mds que en
el COPULEDA con ajuste.

2. Existen funciones que se les dificultan tanto al NOPREDA como al COPU-
LEDA y el ajuste de varianza no muestra una mejora en el comportamiento
de los algoritmos frente a dichas funciones. Estas fueron disenadas espe-

cialmente para algoritmos que emplean aglomeraciones en su bisqueda
con lo cual el desempeno del NOPREDA y COPULEDA es pobre.

3. La comparacién entre la mejor versién del NOPREDA contra la mejor del
COPULEDA arrojé resultados muy interesantes que se pueden interpretar
como igualdad en el funcionamiento de ambos algoritmos a un nivel de
significancia del 5%, y una mejora en los resultados de los problemas
obtenidos por la mejor versiéon del COPULEDA en altas dimensiones.

Ademaés de estas observaciones, no estd por demaés decir que, en efecto, las
funciones de cépulas son elementos capaces de modelar las relaciones entre las
variables y son aplicables a los algoritmos de estimacion de distribucién de for-
ma sencilla y con resultados satisfactorios.

En este trabajo se mostré ademaés, que la exploracién de las técnicas es-
tadisticas para su inclusiéon en los EDAs permanece como un area abierta para
la investigacién. Algo del trabajo a futuro que se mantiene en esta linea es:

1. Disenar una heuristica autoadaptable para el ajuste de las varianzas que
no restrinja la exploracion de los individuos y que impida la convergencia
prematura hacia minimos (o méximos) locales.

2. Estudiar el desempertio de las diversas familias de cépulas en los algoritmos
de estimacién de distribucion, asi como sus propiedades, las cuales pueden
resultar beneficiosas para determinados problemas de optimizacion.

3. Formalizar nuevas técnicas que se puedan incluir en este tipo de algorit-
mos para resolver problemas que sélo funcionan con aquellos que incluyen
técnicas de aglomeracion en su procedimiento.
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4. Desentranar las razones tedricas y practicas por las cuales a ciertas carac-
teristicas de la poblacién y de la medida de asociacion se tienen problemas
de singularidad que impiden hacer la factorizacién de Cholesky.
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Apéndice A

Forma paramétrica de pg en
la familia Clayton

Ya se ha visto que la medida de asociacién pg entre dos variable aleatorias
X, Y se puede definir en términos de cépulas como

1
pPs = 12/ / C(u,v)dudv — 3, (A1)
0o Jo

donde C'(u, v) es la funcién de cépula asociada al par X, Y. Establézcase entonces
la funcién de cépula C'(u,v) de la familia Clayton como:

Clu,v) = (™ +v~*=1)"Y con a > 0. (A.2)

Al sustituir A.2 en la expresién A.1 se llega a una expresiéon cuya solucién
esta dada por:

a’ a

5 12 MeijerG {[(1+ 3, =%k, =), ()] [(0, =) . ()], 1}
ol [1]°

Ps = —

)

donde MeijerG {[(a1,---,an), (@nt1s---,ap)], [(b1y- -3 0m)s (bmt1, -5 0g)] s 2}

es una funcion definida como:

amn ‘ ai,..,ap \ _ 1 5= I'(l—a;—s)..T(1—a,—s)I'(b1+s)...I'(by,+8) ds
qp b b 2w T(ant1+s)..T(ap+s) T (1=bmiy1—s)..T(1—=bg—s)

y I'[2] es la funcién Gamma de Euler:

e}
I'[z] :/ t*~te~tdt.
0
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